Chapitre 13. Droites, plans et vecteurs de ’espace

Commengons par quelques rappels ou résultats de base :

1) Par deux points distincts de P’espace, il passe une droite et une seule. Une droite définie par deux points s’écrit
avec des parenthéses : (AB).

2) Par trois points non alignés, il passe un plan et un seul. Un plan défini par trois points non alignés s’écrit
avec des parenthéses : (ABC) (pour le différencier du triangle ABC).

Si Z est une droite de ’espace et A est un point de I’espace n’appartenant pas a &, il existe un plan et un seul
contenant la droite Z et le point A.

Si 2 et 2’ sont deux droites sécantes de I'espace, il existe un plan et un seul contenant les droites Z et 2’.

3) Si un plan contient deux points distincts A et B, alors la droite (AB) toute entiére est contenue dans le
plan Z.

4) Tout résultat de géométrie plane s’applique a l'intérieur d’un plan de l'espace.

1. Position relative de droites et de plans dans [’espace

La différence fondamentale entre la géométrie du plan et la géométrie de ’espace est que deux droites de ’espace
9 et 9’ peuvent étre non coplanaires c’est-a-dire qu’il n’existe pas de plan contenant & et &’.

Par exemple, dans le cube ABCDEFGH ci-dessous, les doites (CD) et (EH) ne sont pas coplanaires. En effet,
supposons par I’absurde que les droites (CD) et (FH) soient coplanaires, il existe alors un plan &2 contenant ces
deux droites. & contient en particulier les points C, D et H qui ne sont pas alignés et donc est nécessairement le
plan (CDH) ou encore le plan de la face CDHG. Mais le le point E n’est pas dans ce plan et donc la droite (FH)
n’est pas contenue dans le plan £2. Ainsi, il était absurde de supposer les droites (CD) et (EH) coplanaires.

A B

Deéfinition 1. Soient Z et 2’ deux droites de 1’espace.
2 et 2’ sont coplanaires si et seulement si il existe un plan contenant les droites 2 et 2.
Dans le cas contraire, les droites 2 et 9’ sont dites non coplanaires.

On peut noter que deux droites non coplanaires n’ont aucun point commun.

Quand deux droites sont coplanaires, d’aprés le cours de géométrie plane, on sait qu’il existe trois types de positions
relatives de ces deux droites : sécantes, strictement paralléles ou confondues. On adopte alors la définition suivante :

Deéfinition 2. Soient Z et 2’ deux droites de 1’espace.

2 et 9’ sont strictement paralléles si et seulement si 2 et 2’ sont coplanaires et sont strictement paralléles
dans un plan les contenant.

2 et 2’ sont paralléles si et seulement si Z et 2’ sont strictement paralléles ou confondues.

On peut alors résumer les différentes positions relatives de deux droites de ’espace dans le tableau suivant :
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Droites paralléles Droites non paralléles

confondues strictement paralléles sécantes non coplanaires

@’ 4 N

g9 = @’ /@
coplanaires non coplanaires

Dans 'espace, il ne suffit pas que deux droites n’aient aucun point commun pour qu’elles soient strictement
paralléles. Deux droites n’ayant aucun point commun peuvent étre strictement paralléles ou non coplanaires.

Enoncons maintenant :

Théoréme 1. Soit 2 une droite de 'espace et A un point de 1’espace.
Il existe une droite et une seule passant par A et paralléle & 2.

Commentaire. Le résultat ci-dessus est en fait un axiome (le cinquiéme postulat d’EUCLIDE ou plut6t une
conséquence de ce cinquiéme postulat) et n’est pas un théoréme. Un axiome, a la différence d’un théoréme, ne
se démontre pas. Il est considéré comme une évidence par les mathématiciens.

Enongons ensuite :

Théoréme 2. Soient 2, 9’ et 2" trois droites de ’espace.
Si 2 et 2’ sont paralléles et si 2’ et 2’ sont paralléles, alors 2 et 2" sont paralléles.

Exercice 1. Soit ABC'D un tétraédre non aplati.

Soient I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des segments [AB], [AC], [BD], [CD], [AD] et [BC].
1) Etudier les positions relatives des droites (I.J) et (KL).

2) Etudier les positions relatives des droites (IL) et (MN).

3) Etudier les positions relatives des droites (AB) et (MN).

Solution. 1) Dans le triangle ABC' la droite des milieux (I.J) est paralléle & la droite (BC'). De méme, dans le
triangle BC'D, la droite des milieux (K L) est paralléle a la droite (BC).

Les droites (I.J) et (K L) sont toutes deux paralléles & la droite (BC') et donc les droites (I.J) et (K L) sont
paralléles.

La droite (BD) est sécante au plan (ABC) en B et le point K n’est pas le point B. Donc, le point K n’appartient
pas au plan (ABC) et en particulier, le point K n’appartient pas a la droite (I.J). Donc les droites (IJ) et (K L)
ne sont pas confondues et finalement, les droites (I.J) et (K L) sont strictement paralléles.

D

2) Dans le triangle ABC), la droite des milieux, (IN) est paralléle a la droite (AC). Dans le triangle ACD, la
droite des milieux (ML) est paralléle a la droite (AC). Par suite, les droites (IN) et (ML) sont paralléles.

Dans le triangle ABD, la droite des milieux, (IM) est paralléle a la droite (BD). Dans le triangle BC'D, la droite
des milieux (LN) est paralléle a la droite (BD). Par suite, les droites (IM) et (LN) sont paralléles.

On en déduit que le quadrilatére IM LN est un parallélogramme. Mais alors, les diagonales de ce parallélogramme
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se coupent en leur milieux respectifs et donc les droites (IL) et (M N) sont sécantes (en le milieu commun des
segments [IL] et [MN]).

D

3) Les points A, B et M sont trois points non alignés et définissent donc un unique plan, le plan (ABM) qui est
aussi le plan (ABD).

Si les droites (AB) et (M N) sont coplanaires, alors les points A, B, M et N sont coplanaires et donc le point N
appartient au plan (ABD) ce qui n’est pas.

Donc les droites (AB) et (M N) ne sont pas coplanaires. En particulier, ces deux droites n’ont aucun point commun.

D

On adopte la définition suivante :

Définition 3. Soient & une droite de I'espace et &2 un plan de 'espace.

La droite Z est strictement paralléle au plan & si et seulement si Z et & n’ont aucun point commun.
La droite Z est paralléle au plan &2 si et seulement si, ou bien la droite 2 est strictement paralléle au plan
&, ou bien la droite Z est entiérement contenue dans le plan &2.

Ainsi, si la droite 2 et le plan & n’ont aucun point commun, la droite 2 est strictement paralléle au plan & et
en particulier est paralléle & &2 et si la droite Z et le plan &2 ont au moins deux points distincts en commun, alors
la droite Z est entiérement contenue dans &2 et en particulier est paralléle & 2.

Il ne reste donc qu'une seule situation a examiner. Quand la droite Z et la plan & ont exactement un point en
commun, la droite Z et la plan &2 ne sont pas paralléles. On dit que la droite Z et le plan &2 sont sécants en un
point.

On résumé les différentes situations dans le tableau suivant :
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Plans et droites paralléles Plans et droites non paralléles
droite incluse strictement paralléles sécants en un point
9
9
Z
P 2 Y

\
\
7

Théoréme 3. Soient Z une droite de I'espace et &2 un plan de ’espace.
2 est paralléle & &2 si et seulement si il existe une droite 2’ contenue dans &2 et paralléle a 2.

Démonstration. Supposons qu’il existe une droite 2’ contenue dans & et paralléle & 2 et montrons que Z est
parallele a &2.

Si 2 est strictement paralléle a &2, alors 2 est paralléle & Z2.

Sinon, Z et & ont au moins un point en commun. Notons le A.

Soit 2" la droite du plan & passant par A et paralléle & 2.

La droite & est aussi une droite passant par A et paralléle & 2. On sait qu’une telle droite est unique et donc
2 = P". Mais alors 9 est contenue dans le plan £ et en particulier est parallele a 2.

On a montré que s’il existe une droite 2’ contenue dans &2 et paralléle & 2, alors 2 est paralléle & 2.

On admet la réciproque a savoir : si 2 est paralléle & £, alors il existe une droite 2’ contenue dans 2 et paralléle
a 9.

On a immédiatement :

Théoréme 4. Soient 2 et 2’ deux droites de I'espace et & un plan de 'espace.
Si 2 est paralléle & 2’ et si 2 est parallele a &2, alors 2’ est parallele a 2.

Exercice 2. Soit ABC'D un tétraédre non aplati.
Soient I le milieu de [AB] et J le point du segment [AC] tel que AJ = %AC’.

Démontrer que la droite (IJ) est sécante au plan (BCD) et construire le point d’intersection.

Solution. Les droites (I.J) et (BC') sont contenues dans le plan (ABC) et donc ces droites sont coplanaires.

A 1 AJ 2
D’apreés la réciproque du théoréme de THALES, les droites (I.J) et (BC) ne sont pas paralléles (E =3 et 10°-3
et donc 1B * A—C’) et donc les droites (IJ) et (BC') sont sécantes en un point que 'on note K.

Le point K est un point commun a la droite (I.J) et au plan (BCD). Donc, ou bien la droite (I.J) est contenue
dans le plan (BCD), ou bien la droite (I.J) est sécante au plan (BCD) en K.

Le point A n’est pas dans le plan (BCD) et le point B est commun a la droite (AB) et au plan (BCD). Donc,
la droite (AB) est sécante au plan (BCD) en B. Le point I n’est pas le point B et donc le point I n’est pas dans
le plan (BCD). On en déduit que la droite (IJ) n’est pas contenue dans le plan (BCD).

Finalement, la droite (I.J) est sécante au plan (BCD) en K.

D
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On adopte la définition suivante :

Définition 4. Soient & et £’ deux plans de I'espace.

Les plans &2 et &’ sont strictement paralléles si et seulement si & et &2’ n’ont aucun point commun.
Les plans & et &’ sont paralléles si et seulement si, ou bien les plans &2 et &2’ sont strictement paralléles,
ou bien les plans & et &’ sont confondus.

Dans le cas o & et &2’ ne sont pas paralléles, I'intersection de ces deux plans est une droite. On dit dans ce cas
que les plans & et &’ sont sécants en une droite. On a donc trois positions relatives possibles pour deux plans
de l’espace :

Plans paralléles Plans non paralléles
confondus strictement paralléles sécants en une droite
(@l
P =9 N
P N
P \/
(@l

Concernant le parallélisme de plans, on a les résultats suivants :

Théoréme 5. Soient &2, P’ et 2" trois plans de I'espace.
Si les plans &2 et &2’ sont paralléles et si les plans &2’ et &?” sont paralléles, alors les plans & et &2 sont
paralléles.

(@H

egzl

Théoréme 6. Soient &2, &2’ deux plans paralléles de ’espace.
Si & est un plan de l’espace sécant au plan &2, alors &' est sécant au plan &’ et les droites d’intersection
sont, paralléles.
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Exercice 3. On considére un cube ABCDEFGH.
Sur la face EFGH de ce cube, on a placé un point M au hasard.

I G

M

A B
Dessiner la section du plan (EFG) par le plan (ABM).

Solution. Le point A n’appartient pas au plan (EFG). Donc les plans (ABM) et (EFG) ne sont pas confondus.
Le point M appartient aux plans (ABM) et (EFG). Donc les plans (ABM) et (EFG) ne sont pas strictement
paralléles.

Finalement, les plans (ABM) et (EFG) ne sont pas paralléles et donc le plan (ABM) coupe le plan (EFG) selon
une droite A.

Les plans (ABC) et (EFG) sont paralléles et le plan (ABM) est sécant au plan (EFG). Donc, le plan (ABM)
coupe le plan (ABC') selon une droite. Les points A et B sont communs aux plans (ABM) et (ABC) et donc les
plans (ABM) et (ABC') sont sécants selon la droite (AB).

Dong, le plan (ABM) coupe les plans (ABC) et (EFG) selon deux droites paralléles. Donc, les droites (AB)
et A sont paralléles.

Finalement, A est la parallele a (AB) passant par M.
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M

Exercice 4. On considére un cube ABCDEFGH. Sur les arétes de ce cube, on a placé trois points I, J et K.

J
H * ¢

~ e

\_____._____

A K B
Dessiner la section du cube par le plan (IJK) puis dessiner le solide obtenu en retirant le morceau contenant
le point F' ainsi découpé.

Solution. e Le plan (IJK) coupe le plan (ABE) en la droite (1K) et le plan (IJK) coupe le plan (EFG) en
la droite (1.J).

e Les plans (ABC) et (EFQG) sont paralléles. Le plan (IJK) coupe le plan (EFG) en la droite (I.J). Donc, le
plan (IJK) coupe le plan (ABC) en la paralléle & (IJ) passant par K. On note L le point d’intersection de cette
droite et de la droite (BC).

A K B

e De méme, le plan (IJK) coupe le plan (CDG) en la la paralléle & (1K) passant par J. On note M le point
d’intersection de cette droite et de la droite (CG).
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e On peut alors achever le tracé de la section

e et on obtient le solide :

Théoréme 7 (théoréme « du toit »). Soient &, &’ deux plans sécants en une droite A.
Si 2 est une droite contenue dans &2, si 2’ est une droite contenue dans 22’ et si Z et 9’ sont paralléles,
alors 2 et 2’ sont paralléles a A.

Démonstration. 2 et 2’ sont ou bien strictement paralléles, ou bien confondues.

ler cas. Supposons 2 et 2’ confondues. Tout point de 2 est donc un point de & (car 2 est contenue dans &)
et aussi un point de &’ (car 2 = 9’ et car 2’ est contenue dans ).

Par suite, la droite & est la droite d’intersection des plans & et &2’ c’est-a-dire la droite A.

En particulier, 2 est parallele a A.

2éme cas. Supposons Z et 9’ strictement paralléles. Alors, les droites 2 et 2’ n’ont aucun point en commun.
Supposons par ’absurde que les droites & et A soient sécantes en un point A. Le point A est un point de A et
donc un point de &?’. D’autre part, les droites 2 et 2’ n’ont aucun point en commun, le point A n’est pas un
point de 2.
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Mais alors, le plan £?’ est I'unique plan contenant la droite 2’ et le point A. La paralléle a la droite 2’ passant
par A est contenue dans le plan £?’. Mais cette paralléle est la droite 2. Donc la droite 2 est contenue dans le
plan &7’.

Comme la droite 2 est aussi contenue dans le plan &2, la droite 2 est la droite d’intersection des plans & et

P’ est-a-dire la droite A. Ceci contredit Ihypothese faite sur 2 (& savoir la droite 2 et la droite A sont sécantes)
et donc la droite Z est paralléle & la droite A. Enfin, la droite 2’ est paralléle a la droite Z et la droite 2 est
paralléle & la droite A et donc la droite 2’ est paralléle & la droite A.

I1. Vecteurs de l’espace. Repérage dans [’espace

a) Définition d’un vecteur de 1’espace

On généralise & I'espace la notion de vecteur déja analysée dans le plan :
on se donne deux points A et B de 'espace et on considére la transformation qui & tout point M de I'espace
associe 'unique point M tel que les segments [AM'] et [BM ] aient le méme milieu. Cette transformation s’appelle

la translation de vecteur AB. On dit alors que le point M’ est le translaté du point M dans la translation de
—
vecteur AB.

—
Quand un point D est le translaté d’un point C' dans la translation de vecteur AB, on écrit dans ce cas que les
— —
vecteurs AB et C'D sont égaux. Ceci est équivalent au fait que les segments [AD] et [ BC'] aient méme milieu ou

—> —
encore au fait que le quadrilatére ABDC' est un parallélogramme. Les vecteurs AB et C'D sont deux représentants
d’un vecteur de P’espace, uniquement défini, noté .

—
u

Définition 5. Soient A, B, C' et D quatre points de I’espace.

— —
Les vecteurs AB et CD sont égaux si et seulement si les segments [AD] et [BC] ont méme milieu ce qui
équivalent au fait que le quadrilatére ABDC' est un parallélogramme.

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 9 http ://www.maths-france.fr



—_—  ——
Exercice 5. ABCDEFGH est un cube. Montrer que DE = CF.
G

H

A B

—_— —_—>
Solution. ABCD est un parallélogramme. Donc DC = AB.
—_— ——
ABFE est un parallélogramme. Donc AB = EF.
—_— —— _— ——
Par suite, DC = EF. Le quadrilatéere EFCD est donc un parallélogramme et on en déduit que DE = CF'.

G

H

Comme dans le plan, un vecteur non nul est entiérement défini par sa direction, son sens et sa longueur appelée
norme du vecteur (le vecteur nul n’indiquant quant a lui aucune direction et ayant une longueur nulle).

b) Opérations sur les vecteurs de ’espace

La somme de deux vecteurs de I’espace se définit comme dans le plan. Soient w et ¥ deux vecteurs de I'espace.
— —
Soient A, B et C trois points de I'espace tels que © = AB et v = AC. Alors

—
U+ 7T =AD

ou D est le point de ’espace tel que ABDC soit un parallélogramme.

De méme, si u est un vecteur de Pespace et k est un réel, on définit le vecteur k% comme en géométrie plane.
. - 7 — =
Sik=0ou v =0,onposeku =0.
—
Sik+0et w # 0, le vecteur ku est le vecteur qui a méme direction que u, méme sens que w si k>0 et sens
contraire si k < 0 et dont la longueur est |k| fois la longueur de .
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°*0T =0

\
\?>
11—
SU
x \
u

Par exemple, dans le cube ABCDEFGH ci-dessous, si I est le milieu du segment [AB], on a HG =241

H G
E F
D C
A - I B

On admet que les régles de calcul sur les vecteurs de ’espace sont les mémes qu’en géométrie plane. On a aussi la
relation de CHASLES :

B

AB+BC = AC

A

2) Vecteurs colinéaires. Alignement de trois points. Caractérisation des droites

a) Vecteurs colinéaires

Définition 6. Soient U et ¥ deux vecteurs de l'espace.

|

— — .o, . . . — = . e . . , —
u et v sont colinéaires si et seulement si ou bien w = 0 ou bien u # 0 et il existe un réel k tel que v =k u .

. 4 oy PSR N . —> —
Commentaire. Le vecteur nul est par définition colinéaire & tout vecteur. Sinon, quand « et v sont non nuls,
. e —> .. 4 . N . — —> A . .
dire que u et v sont colinéaires équivaut a dire que les vecteurs u et ¢ ont la méme direction.

b) Alignement de trois points

Comme en géométrie plane, la colinéarité de deux vecteurs permet de caractériser ’alignement de trois points :

Théoréme 8. Soient A, B et C trois points de ’espace.

— —_—
A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC' sont colinéaires.

c) Caractérisation des droites de 1’espace

Les résultats précédents permettent de caractériser les droites de ’espace. Donnons tout d’abord la définition
suivante :

Définition 7. Soit & une droite de ’espace.

—
Un vecteur directeur de Z est un vecteur de la forme AB oit A et B sont deux points distincts de la droite

2.
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Remarque. Un vecteur directeur est par définition non nul.

Soit alors & une droite de I'espace. Soient O et A deux points distincts de Z et soit 7= Ei 7 est un vecteur
directeur de 2

Un point M de lespace appartient a la droite Z si et seulement si les points O, A et M sont alignés. Ceci est
équivalent au fait que les vecteurs 7 = 0—1)4 et O—>M soient colinéaires ou encore, puisque le vecteur 7 n’est pas nul,
ceci est équivalent au fait qu’il existe un réel x tel que O—]\j =zi.0n peut noter que le réel x est uniquement défini
car si x et ' sont deux réels tels que i = ac'?, alors (x — x')7 -0 puis z -z’ =0 car 7 nlest pas le vecteur nul
et finalement = = z’.

On peut donc énoncer :

Théoréme 9. Soit £ une droite de I'espace.
—
Soient O un point de Z et i un vecteur directeur de 2.

—
Pour tout point M de 'espace, M appartient & & si et seulement si il existe un réel x tel que OM = 2 7. De
plus, ce réel x est unique.

(O, _z)) s’appelle un repére de la droite 2.

d) Parallélisme de droites

On peut tout de suite énoncer

Théoreme 10. Deux droites de 1’espace sont paralléles si et seulement si elles admettent des vecteurs
directeurs colinéaires.

a) Coplanarité de vecteurs

On définit maintenant la notion de vecteurs coplanaires.

Définition 8. Des vecteurs sont coplanaires si et seulement si ces vecteurs admettent des représentants dont
les extrémités appartiennent toutes a un méme plan.

Remarque. De méme que deux points sont toujours alignés, deux vecteurs de I’espace sont toujours coplanaires.

Dans I'exemple ci-dessous, les vecteurs u, v et w sont trois vecteurs coplanaires.

—_— —— — —

Dans cet autre exemple, les vecteurs AD, EG et HG sont coplanaires car un autre représentant du vecteur AD
—
est le vecteur FH.
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A B

b) Coplanarité de quatre points

Par définition de la coplanarité de 3 vecteurs, on a immédiatement :

Théoréme 11. Soient A, B, C et D quatre points de I’espace.

. . . - - - .
A, B, C et D sont coplanaires si et seulement si les vecteurs AB, AC' et AD sont coplanaires.

c) Caractérisation des plans de 1’espace

On va maintenant définir la notion de repére (pas nécessairement orthonormé) d’un plan dans l’espace. On prépare
le terrain avec le théoréme suivant.

Py o . —> —> c . . —
Théoréme 12. Soient 4 et v deux vecteurs non colinéaires de I'espace. Soit w un vecteur de ’espace.
— — — Q 2 3 q 2 , — — —
u, v et w sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels x et y tels que w =z u +y v . De plus, les
deux réels x et y sont uniquement définis.

4 . . . . N — > — ¢ . —
Démonstration. Soient A, B et C trois points de 'espace tels que v = AB et v = AC. Puisque les vecteurs u et
— o, . . . —> —> .

U ne sont pas colinéaires (en particulier, les vecteurs w et ¥ ne sont pas nuls), les points A, B et C ne sont pas
alignés (en particulier, les points A, B et C sont deux a deux distincts). Ils définissent donc un unique plan, le
plan (ABC).

——
Soient W un vecteur de P’espace puis D le point tel que w = AD.

e Supposons qu’il existe deux réels z et y tels que W =W +y U .
. ’ ’ . P ] — A0 7 — A
Soient B’ et C' les points de I'espace tels que AB' =xu =xAB et AC' =yv =vAC.
— —
Les vecteurs AB et AB’ sont colinéaires et donc le point B’ appartient & la droite (AB) et en particulier, le point
B’ appartient au plan (ABC'). De méme, le point C’ appartient au plan (ABC).

Ainsi, les points A, B’ et C’ appartiennent au plan (ABC). Enfin, puisque @ =24 +y ¥, on a encore

— —_s ——
AD = AB' + AC’ et donc le point D est le point de I'espace tel que AB’DC’ soit un parallélogramme. On en déduit
que le point D est également dans le plan ABC.

On a montré que les points A, B, C et D sont coplanaires et donc que les vecteurs @, U et w sont coplanaires.

e Supposons que les vecteurs 1, U et W soient coplanaires. Il revient au méme de dire que le point D appartient
——
au plan (ABC). D’aprés le cours de géométrie plane, on sait que le vecteur AD peut s’écrire sous la forme

— — — as . — —
xAB +yAC ou encore le vecteur w peut s’écrire sous la forme zu + y .

Vérifions enfin I'unicité des réels x et y. Supposons qu’il existe quatre réels x, =, y et 3 tels que
— — — 7— ’—
wW=zxu +yv =x'u +y' V.
On a en particulier (z —2')% = (y' —y) ¥ . Supposons par I’absurde que y # y'. Alors ¢’ —y # 0 et on peut écrire

— 1'_1"—>
v = ,U.
y-y

- =
u=20

Cette derniére égalité est absurde car les vecteurs @ et v ne sont pas colinéaires. Donc y = 3. Il reste (z—z")
et donc z — 2’ = 0 car @ n’est pas le vecteur nul puis z = z'.

Le théoréme précédent permet de caractériser I’appartenance d’un point de I’espace & un plan :
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Théoréme 13. Soit & un plan de I'espace.

Soit O un point de & et soient T et 7 deux vecteurs non colinéaires du plan 2.
Pour tout point M de l'espace, M appartient & & si et seulement si il existe deux réels = et y tels que

OM =z i +yj. De plus, les réels x et y sont uniquement définis.

= =P
(O, 1,7 ) s’appelle un repére du plan .

d) Parallélisme d’un plan avec une droite ou un plan

Les notions de repéres d’une droite ou d’un plan permettent de caractériser vectoriellement le parallélisme d’un
plan et d’'une droite ou le parallélisme de deux plans.

Pour le parallélisme d’une droite et d’un plan, on a

Théoréme 14. Soient & un plan de 'espace et 2 une droite de 'espace.
Soient 7 et 7 deux vecteurs non colinéaires du plan 2 et soit % un vecteur directeur de 2.

—  —

2 est paralléle & 2 si et seulement si les trois vecteurs i , j et @ sont coplanaires.
— —

9 est paralléle & & si et seulement si il existe deux réels x et y tels que w =24 +y J .

2 est paralléle & & si et seulement si un vecteur directeur de & appartient au plan 4.
2 est paralléle & & si et seulement si & est paralléle & au moins une droite contenue dans &2.

Pour le parallélisme de deux plans, on a

Théoréme 15. Soient &2 et &’ deux plans de ’espace.

— — — —
Soient ¢ et j deux vecteurs non colinéaires du plan & et soient i’ et j' deux vecteurs non colinéaires du
plan &7’.
4

—_ = — —
P et P’ sont paralléles si et seulement si les quatre vecteurs i, j, i’ et j' sont coplanaires.

Réexprimé en termes de droites et de plans (et plus en termes de vecteurs), on a le théoréme suivant

Théoréme 16. Soient &2 et &’ deux plans de ’espace.

P et P’ sont paralléles si et seulement si toute droite de &2 est parallele a &',

Z et P’ sont paralléles si et seulement si &2 contient deux droites sécantes 2 et 21 qui sont paralléles a &',
P et ' sont paralléles si et seulement si & contient deux droites sécantes Z et 9 et &' contient deux
droites sécantes 2’ et 2] telles que 2 est paralléle & 2’ et 9 est paralléle & 9

Par exemple, dans le cube ABCDEFGH ci-dessous, il y a plusieurs maniéres équivalentes de montrer que la droite
(EG) est paralléle au plan (ABD).

A B

lére méthode. Le carré ABF'E est un parallélogramme et donc AF = BF. Le carré BOGF est un parallélogramme
_ ——
et donc BF =CG.
— = —_— —
Mais alors AE = CG et donc le quadrilatére ACGFE est un parallélogramme. On en déduit que EG = AC.
Par suite, les droites (EG) et (AC) admettent des vecteurs directeurs colinéaires et sont donc paralléles.

Finalement, la droite (EG) est paralléle a la droite (AC) qui est une droite contenue dans le plan (ABD). On en
déduit que la droite (EG) est paralléle au plan (ABD).

2éme méthode. Les carrés EFGH, ABFE et ADFEH sont des parallélogrammes et donc
—_ = = —— ——>
EG=FEF+FEH=AB+ AD.
Le vecteur EG est un vecteur directeur de la droite (EG) et les vecteurs AB et AD sont deux vecteurs non

colinéaires du plan (ABD). Donc les vecteurs Eé, AB et AD sont coplanaires et on en déduit de nouveau que la
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droite (EG) est paralléle au plan (ABD).

3éme méthode. Les carrés ABF'E et ADHE sont des parallélogrammes. Donc (AB) est paralléle (EF') et (AD)
est parallele & (EH). Comme (AB) et (AD) sont deux droites sécantes du plan (ABD) et (EF) et (EH) sont
deux droites sécantes du plan (EFH), les plans (ABD) et (EF H) sont paralleles. Mais alors, toute droite du plan
(EFH) est paralléle au plan (ABD). En particulier, la droite (EG) est parallele au plan (ABD).

Exercice 6. On considére un cube ABCDEFGH.
Soient I, J, K et L les milieux respectifs des segments [EH |, [FG], [AD] et [BC].

G
H
1/ J
I
E ! F
I
I
I
I
P //)_D_ _________ C
// L
7
A B

Montrer que les plans (ABI) et (GHK) sont paralléles.

_— = — = = — ] — — — —
Solution. BJ = BF + FJ = BF + §FG = AF + §EH =AFE+ FEI = Al.
Donc, le quadrilatére ABJI est un parallélogramme et en particulier, le point J appartient au plan (ABI).
De méme, le quadrilatére GH K L est un parallélogramme et en particulier, le point L appartient au plan (GHK).

G
H
[}
I./.u /
I I
E [ II! B
.
I I
I I
/I I
I
I S L
:K,’/ D C
I
R A
1,7
A B

—_— ]l 1= —
AK = §AD = §BC = BL. Donc, AK LB est un parallélogramme. En particulier, la droite (AB) est paralléle a la
droite (K L) qui est une droite du plan (GHK). Donc, la droite (AB) est paralléle au plan (GHK).

—_— ]l ]l — —
AK = §AD = —FH =IH. Donc, le quadrilatére AK HI est un parallélogramme. En particulier, la droite (AI) est

2
parallele & la droite (HK) qui est une droite du plan (GHK). On en déduit que la droite (AI) est paralléle
au plan (GHK).

Ainsi, le plan (GHK) est paralléle aux droites (AB) et (AI) qui sont deux droites sécantes du plan (ABIT). Dong,
le plan (GHK) est paralléle au plan (ABI).

a) Définition d’un repére de 1’espace

On peut maintenant définir la notion de repére (pas nécessairement orthonormé) de lespace et de coordonnées
d’un point dans un tel repére. Le théoréme qui suit prépare le terrain.
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— — —
Théoréme 17. Soient 7, j et k trois vecteurs non coplanaires de ’espace.
Pour tout vecteur u de l'espace, il existe des réels z, y et z tels que

— - - -
u=x1+yj +zk,

De plus, les réels x, y et z sont uniquement définis.

Démonstration.

Existence. Soient A et B deux points de ’espace tels u = AB.
Soit & le plan de repére (A i, ) Soit Z la droite passant par B et de vecteur directeur *.

—
Puisque les vecteurs ?, 7 et k ne sont pas coplanaires, la droite Z est sécante au plan 2. On note C' le point
d’intersection de Z et de Z.

Puisque le point C' est dans &7, il existe deux réels z et y tels que AC Ti+ Y j
Puisque les points B et C appartlennent a la droite 9, le vecteur CB est colinéaire au vecteur k et donc il existe
un réel z tel que CB -2 k.
La relation de CHASLES permet alors d’écrire
—_ - —— — — —
:AB:AC+CB:(:H' +yj)
- = =
=xi +y) +zk.
Unicité. Soient z, y, z, ', iy’ et 2’ six réels tels que

— - - - lard lard e
u=xi+yj +zk=x1+y j+2k

Supposons par I’absurde que z # 2’. Alors 2z’ — 2z # 0 et on peut écrire

T — (E e
7 )

<

——
k =

/
-y -
+/ J -

z =z zZ -z

— — —
Mais alors, les vecteurs 7, j et k sont coplanaires ce qui est faux. Donc z = 2'.
On montre de méme que z =12" et y =y’.

Une conséquence immédiate de ce théoréme est

—
Théoréme 18. Soient 7}, 7 et k trois vecteurs non coplanaires de l'espace.
Pour tout point M de I'espace, il existe des réels z, y et z tels que

— - =
OM=xz1i +yj +zk,
ou x, y et z sont trois réels. De plus, les réels x, y et z sont uniquement définis.
- = —
On dit alors que le point M a pour coordonnées (x,y,z) dans le repére (O, i,7, k) ou aussi que le
— == . - - —
vecteur ¥ = OM a pour coordonnées (z,y,z) dans le repére (O 1,7, k:)
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Vocabulaire. Les réels z, y et z s’appellent respectivement l’abscisse, 'ordonnée et la hauteur ou la c6te du
— — —>)

point M dans le repére (O, i,7,k

—
Quand les vecteurs _i>, 7 et k sont deux a deux orthogonaux et de longueur 1 (notions étudiées dans le chapitre
suivant), le repére est dit orthonormé ou orthonormal.

b) Coordonnées du milieu, coordonnées d’un vecteur, ...

. - = >
Théoréme 19. Soit (O, 1,7, k:) un repére de ’espace.
Soient w (x,y,2) et v (2',y’,2") deux vecteurs de ’espace et soit k un réel.

- = L
1) Le vecteur @ + v a pour coordonnées (x +z',y +y',z + 2').

2) Le vecteur ku a pour coordonnées (kz, ky, kz).

., . . — , N > > 7\ ., . < 1.
Démonstration. Dire que ¥ a pour coordonnées (z,y,z) dans le repére (O, i,7, k) équivaut a dire que

— — —
U=zxi+yj +2k.
— — —
De méme, v =2’ i +y' j +2'k et donc
— — —
U+v=(x+2)i +(y+y)j +(z+2)k,

et aussi

KT = (kx) 7+ (ky) 7 + (k) k.

—
Théoréme 20. Soit (O, 7}, 7, k ) un repére de Pespace. Soient A (x4,ya,24) et B(zp,y5,25) deux points
de D’espace.

—
1) Le vecteur AB a pour coordonnées (p —TA,YB — YA, 2B — ZA)-

+ + +
2) Le milieu I de [AB] a pour coordonnées (IA vl DA Tl 2 ZB)‘

S

Démonstration. 1) D’aprés la relation de CHASLES,
—_— — = = —
AB=A0+0B=0B-0A
- — - — -
:(xB T +YBJ +sz)—(:I:A T +Ya) +zAk)

— — —
=(wp-xa) i +(yp-ya) j +(zB-24) k

- - = -
Le vecteur AB a donc pour coordonnées (x5 — xa,yB — Ya, 25 — 24) dans le repére (O, i,7,k )
.1 —_) —,) Ed
2) Notons (z,y, z) les coordonnées du milieu I du segment [AB] dans le repére (O, i,7,k )

. —_—  —> —
On sait que Al = IB. Les coordonnées du vecteur Al sont (x— x4,y —ya,z—24) et les coordonnées du

—
vecteur IB sont (xp —x,yp —y, 28 — z) puis

TA+2TB

T—XA=TB-X 20=x4+2R 2
— - Yya+ys
Al=IB=<: y-ya=yp—-y =13 2y=ya+yp = y=">5
Z—ZA=2ZB—Z 22 =24+ 2B 2A+ 2B

2

TA+ITB Ya+YB ZAtZB
2 72 7 2

- - —
Le milieu I de [AB] a donc pour coordonnées ( ) dans le repére (O, i,7,k )
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Exercice 7. On considére le cube ABCDEFGH ci-dessous. I est le milieu du segment [ BC'].
H G

A B

Donner, en les justifiant, les coordonnées des neuf points A, B, C, D, E, F, G, H et 1
—_— —— ——
dans le repére (O,AB, AD,AE).

Solution. e A est 'origine du repére et donc les coordonnées de A dans le repére (O, ZE, ZB, A—E>) sont (0,0,0).
— — — — —_— — ——
e AB=1.AB+0.AD + 0.AF et donc les coordonnées de B dans le repére (O,AB,AD,AE) sont (1,0,0).
— — — — —_— —— ——
e AD=0.AB+1.AD +0.AFE et donc les coordonnées de D dans le repére (O,AB,AD,AE) sont (0,1,0).
— — —— — —_— — —
e AEF=0.AB+0.AD + 1.AF et donc les coordonnées de E dans le repére (O,AB,AD,AE) sont (0,0,1).
—_— — —— — — — —_— — ——
e AC=AB+AD =1.AB+1.AD+0.AF et donc les coordonnées de C' dans le repére (O, AB,AD, AE) sont (1,1,0).

—_— — = — —— — —— — —_— —— ——
e AF =AB+BF = AB+ AFE = 1.AB+0.AD + 1.AE et donc les coordonnées de F dans le repére (o, AB, AD, AE)
sont (1,0,1).

—_— — — —— —— — —— — _— — ——
e AH=AD+DH =AD+AE =0.AB+1.AD+1.AF et donc les coordonnées de H dans le repére (O, AB,AD, AE)
sont (0,1,1).

—_— — = = ——  —— — — —

e AG=AC+CG=AB+AD+AE =1.AB+1.AD + 1.AF et donc les coordonnées de G dans le repére
(O,ZB),ZB,A—E)) sont (1,1,1).

— — + + +
e [ est le milieu de [ BC']. Les coordonnées de I dans le repére (O7 AE, AB, A—E‘>) sont (xB tc Yptyc b ZC)

) 2 2 2
ou encore (1, 5,0).

III. Représentations paramétriques de droites et de plans de [’espace

Soit 2 une droite de lespace. Soient A un point de 2 et w un vecteur directeur de 2. On rappelle que la droite
9 est entiérement déterminée par la donnée de A et de u (dit autrement, (A, Tf) est un repére de la droite 2).

=
Soit alors (O, _z'), ?, k:) un repére de espace. On suppose que le point A a pour coordonnées (x4,y4,24) et que

—> 2 N
le vecteur u a pour coordonnées (a,b, c) dans ce repére.

Soit M (x,y,z) un point de 1’espace.

. N - — . ..
M appartient & ¥ < AM et u sont colinéaires
—_—
< il existe un réel t tel que AM =t (car u # _0>)
T—x4 =ta
<> il existe un réel ¢ tel que { y—ya =1tb

z—2zp4 =1lc
rT=xp+at
<> il existe un réel ¢ tel que { y=yq + bt
z=zp+ct
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r=x +at
Le systéeme ¢ y=ya+bt | teR, s’appelle un systéme d’équations paramétriques de la droite & ou aussi
z=zpa+ct
une représentation paramétrique de la droite 2. Le paramétre est le réel t. Chaque fois que 'on donne
explicitement une valeur a ¢, on obtient les coordonnées d’un point de la droite . Par exemple, quand ¢ = 0,

r=TA
on obtient < y =y qui sont les coordonnées du point A qui est un point de la droite 2. On note que les
Z=24

coefficients a, b et ¢ du réel t fournissent les coordonnées d’un vecteur directeur de 2.
Il n’y a pas du tout unicité d’une représentation paramétrique de droite. Si on change de point et/ou on change de
vecteur directeur, on obtient une représentation paramétrique d’aspect trés différent.

—_ = —
Exemple. Soit (O, 1,7, k) un repére de 'espace. Soit Z la droite de représentation paramétrique

r=2-1
y =3t ,teR.
z=5

9 passe par le point A de coordonnées (2,0,5) (obtenu pour ¢ = 0) et de vecteur directeur @ de coordonnées
(-1,3,0) (les coefficients du réel t).
Un autre point de 2 est le point B de coordonnées (1,3,5) (obtenu pour ¢ = 1) et un autre vecteur directeur de 2

est le vecteur v de coordonnées (2,-6,0) (v = -2% ). Un autre systéme d’équations paramétriques de Z est
z=1+2t
y=3-6t' |t ecR.
z=95

. = = =
Exercice 8. L’espace est rapporté & un repére (O, 1,7, k)

On considére les points A et B de coordonnées respectives (4,1,1) et (6,1,-2).
Déterminer I'intersection de la droite (AB) avec chacun des trois plans de coordonnées (z0y), (xz0z) et (yOz).

Solution. Le vecteur AB a pour coordonnées (6 —4,1-1,-2-1) ou encore (2,0,-3).

La droite (AB) est la droite passant par A(4,1,1) et de vecteur directeur A—B>(2, 0,-3). Un systéme d’équations
paramétriques de la droite (AB) est donc

r=4+2t
y=1 , teR.
z=1-3t

e Intersection de la droite (AB) avec (zOy). Le plan (xOy) est 'ensemble des points de I'espace dont la cote z est
nulle.

Soit M (4 +2t,1,1-3t), t € R, un point de la droite (AB).
1
Me(xOy)c»l—St:()@tzg.

1 1 14
Quand t = 3 on obtient le point de coordonnées (4 +2 x 3 1, 0) ou encore (3, 1, 0). Ainsi, la droite (AB) et le
plan (zOy) sont sécants en le point de coordonnées (3, 1, 0).

e Intersection de la droite (AB) avec (zOz). Le plan (20z) est ’ensemble des points de I’espace dont 'ordonnée
y est nulle.

Tout point de la droite (AB) a une ordonnée égale & 1 et donc aucun point de la droite (AB) n’appartient au plan
(zOz). L’intersection de la droite (AB) et du plan (zOz) est vide. On en déduit que la droite (AB) est strictement
paralléle au plan (20z).

e Intersection de la droite (AB) avec (yOz). Le plan (yOz) est Pensemble des points de Iespace dont 'abscisse x
est nulle.

Soit M (4 +2t,1,1-3t), t € R, un point de la droite (AB).
Me(yOz) = 4+2t=0<1t=-2.

Quand t = -2, on obtient le point de coordonnées (0,1,1 - 3(-2)) ou encore (0,1,7). Ainsi, la droite (AB) et le
plan (yOz) sont sécants en le point de coordonnées (0,1,7).
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Le principe est le méme pour un plan que pour une droite sauf qu’au lieu d’avoir un paramétre, nous en aurons
deux.

Soit & un plan de l'espace. Soient A un point de & et U et v deux vecteurs non colinéaires du plan 2.
On rappelle que (A, u, 7) est un repére du plan .

—_ = —
Soit alors (O, 1,7, k) un repére de espace. On suppose que le point A a pour coordonnées (z4,y4,24) et que

— — . . N
les vecteurs © et v ont pour coordonnées respectives (a,b,c) et (a’,b’,c") dans ce repére.

Soit M (x,y,2) un point de 1’espace.

. N - — — .
M appartient & & < AM, u et v sont coplanaires

—_—
< il existe deux réel \ et p tels que AM = A\ + pv (car % et v non colinéaires)
T—TA=Na+ pa
< il existe deux réels X et p tels que { y—ya = Ab+ ub’
z2—24=Ac+ uc
T =T+ Na+ pa
< il existe deux réels X et p tels que { y=ya + Ab+ ub’
z2=24+ A+ uc

T=T4+Na+pa
Le systéme { y=ya+Xb+ub’ |, AeR, ueR, s’appelle un systéme d’équations paramétriques du plan &
z2=24+Ac+ uc
ou aussi une représentation paramétrique du plan &. Les paramétres sont les réels A et p. Chaque fois que
I’on donne explicitement une valeur & A et une valeur a pu, on obtient les coordonnées d’un point du plan Z.

r=TA
Par exemple, quand A =0 et ¢ =0, on obtient { y=y4 qui sont les coordonnées du point A qui est un point
zZ=24

du plan Z.

Comme pour une droite, il n’y a pas du tout unicité d’une représentation paramétrique de plan. Les représentations
paramétriques de plan sont beaucoup moins utilisées dans la pratique de terminale S que les équations paramétriques
de droites.

——
Exemple. Soit (O, —z'), 7, k ) un repére de 'espace. Soit & le plan de représentation paramétrique

rT=2+A
y=5-u ,AeR, pelR.
Z2=3A+ 1

& passe par le point A de coordonnées (2,5,0) (obtenu pour A = u = 0). Deux vecteurs de & non colinéaires sont
W de coordonnées (1,0,3) (les coefficients du réel \) et v de coordonnées (0,-1,1) (les coefficients du réel p).
& est le plan de repére (A, u, 7).
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