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CHAPITRE

Suites - Ralsonnvement par
récurrenee

’ANNEE derniere, nous avons découvert le monde des suites et essentiellement celui des
suites particulieres que sont les suites arithmétiques et géométriques.

SN =) , . P .
ette année concentre ses efforts sur le comportement des suites en général et aborde la notion
de convergence, c’est-a-dire leur comportement a 'infini.

Pour ce faire, nous démontrerons quelques théoreme fondamentaux et découvrirons un nouveau
mode de raisonnement tres efficace : le raisonnement par récurrence.

Sommaire




Chapitre 1 SUITES - RAISONNEMENT PAR
8 RECURRENCE

n Démonstration par récurrence

I.1 Un exemple pour susciter 'intérét

UOZO

it 1 i éfini : .
Soit la suite (uy,)nen définie par { Upni1 = 2u, +1

On souhaiterait obtenir une formule permettant de calculer explicitement u,, en fonction de n.
A premieére vue, cette formule ne saute pas aux yeux.

Dans une telle situation, le calcul des premiers termes est souvent intéressant pour dégager une
relation. Un calcul rapide donne :

up =2up+1=1 ( )
Uy =2u; +1=3 ( )
uz =2us +1=17 (23 -1)
ug =2u3+1=15 ( )
us =2uq +1=31 ( )

La suite (uy)nen semble obéir a une loi toute simple : les puissances successives de 2 moins 1.

Nous pouvons donc émettre la conjecture suivante :

vneN, u, =2"—1.

ATTENTION RSE conjecture n’est pas une preuve (ni une affirmation nécessairement vraie,

certaines conjectures se révelent parfois fausses. .. ). Ce n’est que I’énoncé d’une propriété résul-
tant d’un certain nombre d’observations.

Alors comment confirmer, par une démonstration, la propriété conjecturée ci-dessus ?
Notons (P,,) la propriété, définie par : ¥n € N, u,, = 2" — 1.

Supposons un instant, que pour un certain entier n, on ait effectivement la propriété u, = 2" —1.
Alors, on aurait :

Upyp1 = 2u, +1=22"—1)+1=2""1 1.

Ce qui correspond & la propriété (P,11) a l'ordre n + 1.

Autrement dit, si la propriété est vraie & un certain rang n alors elle le sera également au rang
suivant n + 1. On dit que la propriété (P,,) est héréditaire.

Or, on a déja vérifié que la propriété ((£),) était vraie au rang 0, 1, 2, 3, 4, 5, c’est-a-dire que

(2)o), (P)1), ((P)2), ..., ((Z)5) sont vraie. On dit que la propriété ((Z?),) est initialisée.

Mais comme elle est héréditaire, elle sera vraie encore au rang n = 6, puis au rang n = 7,
etc...Si bien que notre propriété est finalement vraie a tout rang n.

1. En gros et comme toujours : « Affirmer n’est pas démontrer ».

I. DEMONSTRATION PAR RECURRENCE F.PUCCI
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1.2 Démonstration par récurrence

Defivition | (Axiome de récurrence)

Soit une propriété ((<?)y) définie sur N.
» Si la propriété est initialisée a partir du rang 0 (ou ng),

» et si la propriété est héréditaire a partir du rang 0 (ou ng), c’est a dire que pour
tout £ > 0 (ou k > ng), (2)r = (P)k+1,

Alors : la propriété est vraie a partir du rang 0 (ou ny).

Methode | (Démonstration par récurrence)
Pour démontrer que pour tout entier n > ng, P, (proposition qui dépend de n) est vraie,
il faut et il suffit :

» (Initialisation) Vérifier que Py, est vraie .

» (Hypothése de récurrence) Supposer que Py est vraie pour un certain entier
k > ng.

» (Propriété d’hérédité) Démontrer que Py est vraie .

» (Conclusion) Pour tout n > ng, P, est vraie.

Ce principe de récurrence va nous permettre de démontrer une inégalité importante, historique-
ment et pour la suite.

ROC (Inégalité de Bernoulli)

Soit un réel a strictement positif. On a alors :

VneN, (1+a)" > 1+ na.

Prewve: Notons ((£),), la proposition Vn € N, (1 4+ a)” > 1 + na. et démontrons que celle-ci est
I_Vraie par récurrence.

» Initialisation : Pour n =0, (1+a)®=1et 1 +0x a=1,donc (1+a)0 =140 x a. ((£)o) est
donc vraie et la propriété est initialisée.

» Hérédité : Supposons ((2);) vraie pour un certain entier k > 0, c’est-a-dire (1+a)* > 1+ ka et
montrons que, sous cette hypothese, ((22)x41) est vraie aussi, c’est-a-dire (1+a)*™ > 14 (k+1)a :

(1+a)f>1+ka Hypotheése ((2))
(1+a)(1+a)f>1+a)+ka) On multiplie par 1 + a strictement positif
(14 a)** > 1+ ka+ a+ ka®
=1+ (k+1)a+ ka?
21+ (k+1)a (2)k+1)

3. En pratique, on aura souvent ng = 0
3. Sous et seulement sous 'hypothése Py vraie!!!

F.PUCCI I. DEMONSTRATION PAR RECURRENCE
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La proposition est héréditaire.

» La proposition ((£?),,) est donc initialisée et héréditaire. D’apres le principe de récurrence, on en
déduit qu’elle est vraie pour tout entier n :

VneN, (1+a)" 21+ na.

- . . 4 . ug = 1
L t t défi : .
Exevrcice La suite (un)nen est définie par { wpy = 2T

1/ Démontrer que pour tout naturel n, 0 < u, < 2.

2/ Prouver que la suite est strictement croissante.

' =0V Les deux conditions de axiome (1) doivent étre soigneusement vérifié. Deux

exemples pour le prouver :

Exemple | (Heredite sevlement verifiee): Soit la propriété suivante : ((2),) : Vn € N, 3 divise
2m.

Si l'on suppose que 3 divise 2" c’est-a-dire ((£)y) vraie alors il existe un entier naturel k tel que :
2" = 3k.

En multipliant par 2 : 2" = 2 x 3k = 3(2k) et 3 divise donc 2" et ((£2),41) est alors vérifiée.

Conclusion : la proposition est héréditaire mais comme elle n’est jamais initialisée, la proposition ne
peut étre vraie. Heureusement car cette proposition est fausse! Elle I'est déja pour n =1 : 3 ne divise
pas 211!

Exemple 2 (Ivitislisation verifice jusgu'd un certain rang): Soit la propriété ((£),) suivante :
Vn €N, n? —n + 41 est un nombre premier.

L’initialisation est vérifiée car pour n = 0 on obtient 41 qui un nombre premier. Cependant 1'hérédité
n’est pas assurée bien que ((£),,) soit vraie jusqu’a n = 40 .

Pourtant, pour n = 41, on a : 41% — 41 4+ 41 = 412 qui n’est pas un nombre premier. La propriété est
donc fausse.

Conclusion : La véracité d’une proposition pour certaines valeurs au départ ne prouve pas la généralité!

Comportement global

Avant de s’intéresser & ce qu’il va se passer « loin », il est toujours une bonne idée de chercher
a connaitre le comportement global de la suite globalement et notamment voir s’il est possible
de restreindre et simplifier I’étude ultérieure.

Intuitivement et en premiere approche, le comportement de la suite en +o00 va tenir des variations
de la suite. On commence donc par rappeler quelques définitions de premiere.

II. COMPORTEMENT GLOBAL F.PUCCI
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I1.1 Suites monotones
Defivition 2
On dit qu’une suite (uy,)nen est :
» croissante si Vn € N, u, < upyq.
» décroissante si Vn € N, uy, > tpq1.
» constante si Vn € N, u,, = upy1.

Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

Attention, les suites peuvent étre ni croissantes, ni décroissantes. Prenez par exemple, u, =

D" Ju=1
n — —
(=)™, u, = 7 tns = sin(un) u, = tan(n), ...

Comparez deux termes d’une suite reste toujours aussi difficile directement. On se raméne donc
encore a comparer leur différence a 0 ou leur quotient a 1 :

Méthode 2
Soit (u,)nen une suite réelle.
» Sitpy1 —u, = 0 alors (u,)pen est croissante.

U
» SiVn €N, u, >0 et ks

> 1 alors (up)nen est croissante.
Un

Exercice EBtudier le sens de variation des suites suivantes :

1/ up=n>—n+2. 3/{1002 5/ Yo =2 )
Wntl = Wn — N Ynt1 = "V T In

— 2 " aozl on
A = <§) ' 4/ { ani1 = (N + 1oy, 6/ VneN 75n:;-

Propesition | (Suites définies explicitement par une fonction)

Soient f une fonction définie sur [0;+00] et (u,)nen la suite définie par u, = f(n).
» Si f est croissante alors la suite (uy)nen est croissante.

» Si f est décroissante alors la suite (uy,)nen est décroissante.

En gros, la suite a le méme comportement que la fonction mais la réciproque est fausse, c’est-a-
dire que la fonction n’a pas nécessairement le méme comportement que la suite.

F.PUCCI II. COMPORTEMENT GLOBAL
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Prenons par exemple, la fonction f : x —— Un
x + sin(27x) et la suite (up)neny définie par us =95
un:f(n) Uy = 4
uz = 3
» Vn € N, u,, = n+sin(27rn) = n . La suite ug = 2
(un)neN est donc croissante.
Uyl = 1 4
. 7 7 ) A
» La fonction, représentée en rouge, n’est / \
méme pas monotone. N

Exercice A l'aide des fonctions associées, déterminer le sens de variations des suites suivantes :

1/ u, =n*—10n + 26. 3/ w :”2+1
an 1 " on
n—
2/ vy = 4/ x, =2n® — 30n% + 54n.

n+2°

ROC (Suites définies par récurrence)

Soient f une fonction définie sur une partie de R et (uy)nen la suite définie par

(7
Unt1 = fun).

Si f est croissante alors la suite (uy)nen est monotone et son sens de variation dépend
de l'ordre de ses premiers termes.

Globalement, I'idée vient de la définition d’une fonction croissante : « f est croissante ssi elle
conserve l'ordre ».

Si, par exemple, ug > uj alors f(ug) > f(u1), c’est-a-dire u; > ug puis ug = f(u1) > usz = f(u2),
cootly = f(up—1) > upy1 = f(uy), ...et ainsi de suite pour tous les termes de la suite. La suite
est donc décroissante dans ce cas.

Preuve: Cette démonstration se fait par récurrence.

Considérons une fonction quelconque f croissante sur son intervalle de définition et (up)nen une suite
telle que ces deux premiers termes soient tels que ug < u1. On veut donc montrer que la suite (un)nen
est croissante.

Posons donc la propriété ((£),) : Vn € N, up < tpy.

Initialisation : D’apres les données, on a ug < uy et ((L?)o) est réalisée.

Hérédité : Supposons que ((Z?);) soit vraie pour un certain entier k > 0 et montrons que ((Z?)11) est
vérifiée dans ce cas.

up < U1 Hypothése de récurrence (P2))
fuk) < f (ugg1) f est croissante donc conserve l'ordre (!
U1 < Ugao Définition de la suite (un)nen (P)k+1)
5. sin(0m) = sin(27) = sin(37) = sin(4nr) = ... = 0!

II. COMPORTEMENT GLOBAL F.PUCCI
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La propriété ((£?)r+1) est donc vérifiée. On a prouvé I’hérédité de la propriété.

La propriété ((£),,), initialisée et héréditaire, est donc vraie pour tout n € N. La suite est croissante.

La démonstration est analogue pour une suite telle que uy < u; qu’on montrerait décroissante. ” I

ATTENTION

» Ce théoreme ne dit absolument rien si la fonction f est décroissante.

» Ce n’est qu'une implication. On pourrait tres bien avoir une suite définie par récurrence
par la relation u,41 = f(uy) qui soit croissante sans que f ne le soit.

Considérez par exemple, la fonction définie
par f(z) = x + cos(2mz) et

U()Zl,

Uny1 = flun)
= Up + cos(2muy,).

Un rapide raisonnement par récurrence
montrerait que u, = n+ 1, Vn € N donc

(un)nen est croissante et pourtant, f ne lest
pas le moins du monde.

Exercice  Soit (un)nen la suite définie par ug = 1 et, pour tout entier n, w,11 = —u, + 3.

1
1/ Tracer dans un repére la courbe représentative de la fonction f: x — 1° + 3, puis placer les

points Ag, A1, Az et A3 d’ordonnée nulle et d’abscisse respective ug, u1, us et us.

2/ Montrer par récurrence que la suite (u,)nen est croissante.

I1.2 Encadrement de suites

Deéfivition 3 (Suites majorées, minorées, bornées. . .)

» La suite (up)nen est majorée s’il existe un réel M tel que pour tout entier n,
U, < M.

» La suite (uy,)nen est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier n, u,, = m.

» La suite (uy)nen est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

— . ) o « 1
Exercice  Montrer que la suite (uy,)nen définie sur N* par u, =1+ — est telle que
n

1<u, <2,VneN*.

6. Un bon exercice!

F.PUCCI II. COMPORTEMENT GLOBAL
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n Exercice  Montrer que la suite (uy,)nen définie sur N* par :

1 1 1
n+1

Up = —n+2+... on

1
est bornée par 'intervalle {5 ; 1} .

Méthode 3

Avant de se lancer, on réfléchira a la méthode la plus adaptée :
» On étudie le signe de la différence u,, — m ou u,, — M.

» Sila suite (uy, )nen est définie par u,, = f(n), on peut utiliser le tableau de variations
de la fonction f sur [0;+o00[ pour montrer que (u,)nen est majorée, minorée ou
bornée.

» Si la suite (up)nen est définie par récurrence, on utilisera généralement le raison-

nement par récurrence pour montrer que la suite (u,)nen est majorée, minorée ou
bornée.

E Convergence d’une suite

On considére une suite numérique (uy)nen €t on s’intéresse a son comportement lorsque n —
+00.

III.1 Suites convergentes

Considérons, par exemple, la suite (uy,)nen définie par u, = W
un = f(n)
L e e e e O___O__O__E__s__'%'____u___()__O___Q_J__?____o___(
T

Rang & partir duquel tous les
termes u, de la suite sont dans la
bande centrée autour de £.

| | | | | | | | | | | it | | | | | | | | |
T T T T T T T

T T
1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21"

III. CONVERGENCE D’UNE SUITE F.PUCCI



Chupitre 1 SUITES - RAISONNEMENT PAR
RECURRENCE 15

Sur cet exemple, le graphique permet de conjecturer que la suite (u,)nen converge vers 3 : les

termes de la suite, pour n grand, semblent s’accumuler dans une bande de plus en pus étroite

3
centrée en 3 C’est ce que formalise la définition ci-dessous, la plus importante du chapitre :

Defivition 4

Dire que la suite numérique (uy, )nen converge vers un réel ¢ signifie que tout intervalle
ouvert contenant £ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

On dit alors que ¢ est la limite de la suite (u,)nen et on note lim w, =I.
n—-+o0o

En apparence absconse, cette définition, si on la regarde de plus pres, traduit simplement
qu’une suite convergente, vu le nombre infini de ses termes, n’a pas d’autre choix que de
s’agglutiner autour de sa limite.

(41 Uz us Uep Uyg Ug
& O OO~ IO OO !
P 1
1 / 2
3n+ (—=1)"

3
Les termes de la suite u,, = s’agglutine autour de £ = 3

2n

Quel que soit le voisinage de celle-ci, aussi petit soit-il, tous les termes, sauf un nombre
fini entreront plus ou moins rapidement dans ce voisinage.

Toutefois, I'utilisation directe de cette définition n’est pas toujours commode. Heureusement,
nous disposons de théorémes (voir ci-dessous) pour prouver la convergence d’une suite dont
I’emploi est bien plus aisé que cette définition. Cette derniere sera surtout utile dans la démons-
tration de certains théorémes (comme le théoréeme (IV) des gendarmes par exemple).

On peut formuler la définition comme suit :
» (un)nen converge vers £ si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la
suite sauf un nombre fini.
» (un)nen converge vers £ si pour tout intervalle ouvert I contenant ¢, il existe un entier n,

tel que n > n, = u, € I.

A la maniere de Newton et d’un point de vue infinitésimal, on peut encore voir cette définition
de la maniere suivante :

» (un)nen converge vers ¢ si pour tout nombre réel strictement positif € ‘ (lire « epsilon »), il
existe un rang n,, a partir duquel, toutes les valeurs de wu,, sont proches de ¢ a & pres.

» ou encore : pour tout nombre réel € > 0, il existe un entier n, tel que : si n > n,, alors
l—e<u, </l—+e.

7. aussi petit soit-il.
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Enfin et a la maniére des grands, une derniére écriture qui résume tous les commentaires précé-
dents :

- . P -1)" X
bxeMPle 2: La suite (up)nen définie par u, = %, n € N*| converge vers 0.

Tout intervalle ouvert Ja;b[ a et b € R* avec a < b , contenant 0 contient tous les termes de la suite

1 1
(un)nen & partir du rang ng = E <max (ﬂ, m)) + 1 ou F désigne la fonction partie entiere.
a

EeMAv-%aes:

» Si une suite ne converge pas elle est dite divergente. Autrement dit, une suite est diver-
gente si et seulement si elle admet une limite infinie ou si elle n’admet pas de limite. Cette
situation n’est pas aussi simple qu’elle n’y parait. Une section est consacrée a ce type de
suites.

» Sila suite (up)nen est de la forme u,, = f(n) avec f une fonction définie sur un intervalle
de la forme [a; +o0], les théorémes sur les limites des fonctions en +oo s’appliquent.

Si une suite converge alors sa limite est unique.

Par la contraposée, « si une suite posséde plusieurs limites alors elle diverge. »

Par exemple, la suite définie par u,, = (—1)" qui posseéde deux valeurs d’adhérence 1 et —1 est
divergente.

Prewuve: Soit (uy)nen une suite convergente. Supposons qu’elle admette deux limites distinctes £ et
|7 avec, par exemple, £ < £'. On va montrer que ne n’est pas possible sans contradiction.

v,

Soit d un réel positif inférieur strictement a

Onpose I =[{ —d;l+d[et I'=]' —d; 0 +d].

8. Nous verrons plus tard.
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~

I_

Comme d < alors 2d < ¢ — ¢ ou encore d + ¢ < ¢ — d. Les deux intervalles I et I’ sont donc

disjoints et contiennent respectivement £ et £'.

Venons-en a la contradiction : Par définition, si (u,)nen converge vers ¢, l'intervalle I contient tous les
termes de la suite & partir d’un certain rang n,. Mais (un)nen converge aussi vers £/ donc I’ contient
aussi tous les termes de la suite a partir d’un certain rang n;.

Finalement, si I'on prend n supérieur au plus grand des deux nombres n, et ni, u, devra appartenir a la
fois & I et I', ce qui est impossible car ces intervalles sont disjoints.

(un)nen ne peut donc admettre deux limites distinctes et la limite d’une suite est, de ce fait, unique. I

Proposition 2

Les suites définies pour tout entier naturel n non nul par :

Up = —, Un = — Wn = —

1
n n2’

ont pour limite 0.

|— Prevve: Entrainez-vous! I

9. La moitié de la distance entre ¢ et ¢'.
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II1.2 Suites divergentes
Suites de limite infinie

Considérons, par exemple, la suite (uy)nen définie par u, = v/n + 2.

un = f(n)
7+ o ©
U24
: o O gy uz B
5 o © w1 Y20
6 : o uig 419
o uir
o UuUie
: o uig Y15
: o ugg M4
: o Ui2
5 - : u11
A e
ug
o ur -
o] Uug N
1+ o us
o Uq
o us
34 o U2
U1l : Rang a partir duquel tous les termes u,, de
la suite sont supérieurs a A.
2 <
Lo
g
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T T T T T T T T T n
1 2 3 4 5 6 7 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Par analogie avec une suite convergente, une suite qui diverge vers 4+oco doit nécessairement
dépasser toute valeur de A, aussi grand soit-il. La définition suivante formalise cette idée :

Defivition S

Une suite (uy,)nen a pour limite 400 si tout intervalle ouvert de la forme |A ;400 [ avec
A € R, contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

On dit alors que (uy)nen diverge vers +o0o et on note ll)r_’l_l Uy, = +00.
n o0

On définit de la méme fagon une suite qui diverge vers —oo :

Comme les grands, cela s’écrit :

Vient alors un théoreme simple mais important :

ROC (Suites monotones 1)

Si une suite (uy,)nen est croissante et non majorée, alors :

lim w, = +o00
n—-+o0o
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Preuve: On applique la définition (5) ainsi que celle d’une suite croissante.
|_Soit A un nombre réel quelconque.

» Comme la suite (un)neny n'est pas majorée, on peut trouver un entier p tel que up = A
» La suite (un)nen étant croissante, pour tout n > p, u, > u, d’ott u, > A.

» A partir du rang p, tous les termes de la suite sont donc dans I'intervalle | A; +00[.

» Conclusion, on est bien dans les cas d’application de la définition (5). D’ou| lim w, = +o0|.

n——+4oo

Et pour les suites décroissantes, on a, par symétrie :

ROC (Suites monotones 2)

Si une suite (uy)nen est décroissante et non minorée, alors :

lim wu, = —00
n——+0o0o

|— Preuve: Démonstration identique & la précédente en considérant un intervalle de la forme | —oo; A [. '

UO:1

Exercice La suite (up)nen est définie par : { w3

Un+1

1/ Démontrer que Vn € N, u,, > n?.

2/ En déduire la divergence de (up)nen-

A= VA0V  La réciproque de ce théoréme est fausse, si une suite diverge vers +oo, elle

n’est pas nécessairement croissante. Il suffit de considérer la suite définie par uw, = n + (—=1)"
pour s’en convaincre.

— Corollaire | \

Les suites définies pour tout entier naturel par :

B

Uy = T, Uy = n2, Wy, = n3, U

ont pour limite +oo.

10. Un bon exercice a montrer au gentil professeur !
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II1.3 Suites arithmétiques

- )

Soit (up)nen une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r.

» Sir >0 alors lim wu, = +o00. La suite diverge vers +oo.
n—+oo

» Sir<0alors lim w, = —oco. La suite diverge vers —ooc.
n——+00

» Sir=0alors lim wu, = ug. La suite est constante.
n—-+o0o

Prewve: Cest relativement simple avec les propriétés précédentes. Si r > 0 alors la suite (uy)nen est
croissante. Il ne reste plus qu’a montrer qu’elle n’est pas majorée et appliqué le ROC (I11.2).

Supposons, par 'absurde, que M € R soit un majorant de (uy,),en. Pour tout n entier, on aurait u,, < M,
c’est-a-dire ug + nr < M.

. M — ug . . .z . A .
Or, tout entier n, tel que n, > ———— contredit cette inégalité. La suite ne peut donc étre majorée.
r

La suite (uy)nen, croissante et non majorée, est donc divergente vers +oo.

Les autres cas se montrent de maniere analogue. I

Une suite arithmétique est donc, dans les cas non dégénéré, divergente vers Foo.

Suites qui n’ont pas de limite

= VoVl S’il est correct de dire quune suite non convergente est divergente, il est

cependant faux de penser qu’une suite divergente s’envole nécessairement vers l'infini''. En
effet, il existe des suites qui n’ont pas de limite. Elles sont, elles aussi, appelées suites divergentes.

ExeMPle 4: Les suites (un)nen €t (Un)nen Tespectivement définies par u, = (—1)" et v, = sinn sont
divergentes sans pour autant diverger vers l'infini.

Opérations sur les limites

Les résultats de certaines opérations sur les limites sont intuitives et parfaitement déterminées.
D’autres opérations menent & des formes dites « indéterminées », c’est-a-dire qu’elles conduisent
a plusieurs résultats possibles qu’ils faudra. . . déterminer.

Pour ce faire, il faudra alors user de différentes méthodes et techniques pour transformer I’écriture
de la suite et « lever l'indétermination ». Notamment, factoriser une somme, développer un
produit, séparer une fraction en éléments simples ou multiplier le numérateur et le dénominateur
par la quantité conjuguée. Nous verrons cela.

11. et au-dela!
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IV.1 Suites explicites

Propesition 3

Soit f une fonction définie sur [0 ; +00 [ et soit (uy,)nen la suite définie sur N par u,, = f(n)

1/ Si xgrfoof(x) = { alors ngr}rloo Wy — Lo

2/ Si zllg_loof(:v) = +oo alors nll}rfoo Up = +00.

imite de fonctions I

La proposition signifie simplement que le comportement des suites définies de maniere explicite
est exactement le méme que celui des fonctions qui les définissent.

|— Preuve: Un peu plus tard dans 'année. . .. Il nous faudra d’abord parler d’un peu de topologie et de
1

3n+1
= le S: Soit (U )nen | ite défini n=—-—.
xemple oit (un)nen la suite définie par u s
3 1
(un)nen est définie & aide de la fonction f : x 23; i 2
30 (14 = 1
se+1 T\ Tse) 3 1ty
= = — 75
2245 2x<1+i> 2 942
2z 2x
3 3
Dot lim f(z)=—-et lim w, =~
T—r+00 2 n—-+o0o 2

En appliquant la proposition précédente, on retrouve facilement les limites de quelques suites

intuitives :
» lim l:O » lim 2" = 4o0. > ...
n=s+Foo n N n—-+oo

IV.2 Cas général

Les théoremes suivants sont admis. Il est assez intuitif de penser que la limite de la somme, du
produit ou du quotient est la somme, le produit ou le quotient des limites et cela a déja été
montré dans le cas des suites convergentes.

Seuls 4 cas a bien identifier représentent des formes indéterminées. Il faudra alors soit essayer
de changer la forme de la suite, soit utiliser le théoréme de comparaison ou des gendarmes, soit
le théoréme sur les suites monotones (voir plus loin) pour pouvoir conclure

12. Dans tous les cas, réfléchir avant d’affirmer.
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Limite d’une somme

Si (tn)nen a pour limite 14 / 14 400 | —o0 400

Si (Vn)nen a pour limite A +00 | —00 | 400 | —o0 —00
.. F

alors (uy, + vp)nen & pour limite (40| 400 | —00 | 400 | —o0 Ingg;?

- 7, . * 4
bxeMPle b: La suite (uy,)nen définie pour tout n € N* par u,, = 2+ —, converge vers 2.

N

4
En effet lim — =0donc lim wu, =0+2=2.
n—-+oo \/ﬁ n—-+oo

a Exercice Déterminer les limites des suites suivantes :

2
1/ VneN*,unz?m—i—l—i—E. 3/ VneN w,=n>—n+2.
1\" 1
2/ Vv N* v, =|{= 5— =,
/ YneN v (3) + -

Limite d’un produit

. . 12
Si (tn)nen a pour limite / 075 0 00
Si (vn)nen a pour limite A 00 00 00
.. £ % 13| Forme 13
alors (u, X vp)nen a pour limite 7 00 Idéter. | *©

a Exercice Déterminer les limites des suites suivantes :

1/ VneN, u, =n>—n+2. 3/ VneN, v, =(2-n)x3".

1
2/ VneN, u, =n(3n*-7). 4/ VYn eN, Wn = x (n? + 3).

+1

Limite d’un quotient

. . 14
Si (tn)nen a pour limite / 075 0 14 00 00
Si (Un)nen a pour limite 4ol o 0 00 v 00
alors —n) a pour limite £ oo’ For}me 0 oo’ For,me
Un / neN Y Indéter. Indéter.

m Exercice Déterminer les limites des suites suivantes :

13. Appliquer la régle des signes d’un produit.
14. Signe constant.
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5 n?+3
1/V”€N»Un=m~ 4/Vn€N,wn=n+1.
1 5n2 —3
2/ VneN* u, = . = =
/ n /—7’L+7 5/ V?’LGN,’LUn n2+n+1'
1—n 076n
3/ VneN, v, = 05 6/ VneN, w":(],Qn'
Synthése

En prenant la convention que chaque fois que 1'on verra oo, la regle des signes s’applique, on
peut résumer tous les résultats précédents dans le tableaux ci-dessous :

Si (un)nen a pour limite 0 L 14 L 0 00 +o0 | —o0 | +o0
Si (vn)nen a pour limite 0 A () o) %) 0 +00 —00 —00
alors (un + Un)nen a pour limite 0 (+ 0 o0 0 o0 0 +00 —00 E?é;lzr

- / Forme | Forme
alors (un X Un)nen a pour limite 0 {x o0 0 Indéterl Indéter +o00 400 —00

] Un, .. Forme VA Forme | Forme | Forme
alors | — a pour limite ., e 0 0 0 o0 | , .
Un J nen Indéter} o Indéter| Indéter| Indéter

Théorémes fondamentaux

» Siu, > v, etsi lim v, =+oo alors lim wu, = +oco.
n—-+00

n——+0o0o
» Siup <w,etsi lim w, = —o0 alors lim u, = —oo.
n—-+o0o n—-+00

|— Prewuve: Soit A un réel quelconque.
C

omine lir_irrl v, = 400, il existe un entier ng tel que si n > ng alors v, €]A4 ;400 ].
n—-+0oo

Or, u, = v, a partir d’un certain rang p donc si n > max(ng, p) alors u, €]A;+oo|.

On a donc bien ngr-lr—loo Uy = +00. I

q Exercice  Montrer que la suite (u,)nen définie par : u, = n + sinn diverge vers +oo.

n

- . . . P 1
Exercice Méme question avec la suite définie par u, = E

= vk
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Soient trois suites (tn )neN, (Vn)nen €t (wn)nen telles qu'il existe d’un certain rang p € N
tel que pour tout entier naturel n > p on ait

Wy < Up < Up.

Si (v )nen €t (wp)nen convergent vers le méme réel ¢, alors (uy,)nen converge vers /.

|— Preuve: (Hors-programme ')
S

oit I un intervalle ouvert contenant ¢.
La suite (wy,)nen converge vers £. 11 existe donc un rang ng & partir duquel tous les termes w,, € I.
De méme pour la suite (v, )nen il existe un rang n; a partir duquel tous les termes v, € I.
On a donc pour n tel que N > max(ng,n1,p) tous les vy, et tous les termes w,, sont dans U'intervalle I.
Or, pour tout n > N > p on a w, < u, < v, d’ou & partir du rang N tous les termes u,, € I.

D’apres la définition de la convergence d’une suite on peut dire que (u,)nen converge vers £. I

- . ) . o sin
Exercice  Démontrer que la suite (u,)nen définie par u,, =

n
1 est convergente.

- . 7 . . . 4 . * _1 "
Exercice  Déterminer la limite de la suite (uy,)nen définie sur N* par u, = 2 + (—)

Correction: Pour tout entier non nul, on a :

-1< (=D)r <1
1 < (=1) < 1
n n n
1 -1 1
2——< 2+ <24+ —
n n
1 i
2——< Up, <24 —.
n n
. 1 . 1 N P :
Comme lim 2—— = lim 24 — =2, d’apres le théoreme des gendarmes lim wu, = 2.
n—-+oo n n——+oo n n——+00
— . PPN . . 3 -1)"
Exercice  On considére la suite définie a la partie (I11.1) sur N* par u,, = %()
n

. . P . . 3
Apres avoir encadré u,, intelligemment, montrer que lim wu, = —.
n—-+o0o 2

15. Il parait.
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Up < Up S Wy .
v Zmno, i vp= lm w,=¢ ( ~ nEIBOO Up = £
n—4o0o n—4o0o

Comportement de suites particulieres

VI.1 Suites géométriques

- )

Soit ¢ un réel.

» Si—1<g<1lalors lim ¢" =0. La suite (¢")nen converge vers 0.
n—-+o0o

» Sig=1 alors nll)r}rloo q" = 1. La suite (¢")nen est constante.

» Sig>1alors lim ¢" = 4o0. La suite (¢")nen diverge vers +oc.
n—-+o0o

» Sig < —1, la suite (¢")nen n'a pas de limite.

Preuve:
|_ » Seule la 3° assertion est exigible en terminale. Pour celle-ci on utilise 'inégalité de Bernoulli (1.2)
démontrée a la partie 1.2 :
Va>0,VneN, (1+a)" >1+na.

Posons ¢ =1+ a. Avec a > 0, on a bien ¢ > 1 et I'inégalité devient

q" > 1+ na.
Comme a > 0, hIE 1+ na = 4o00. Puis, d’aprées le théoreme de comparaison on obtient :
n—-+0oo
lim ¢" = +oo.
n—-+oo
. L 1 s
» Pour la premiére assertion, il suffit de poser @ = ﬂ Comme —1 < ¢ < 1 alors @ > 1. D’apres la
q
démonstration précédente, la suite (Q™),en converge donc vers +o0o. D’apres les relations sur les
1
quotient de limites, la suite @ converge donc vers 0 et le résultat est prouvé.
neN

» La deuxiéme assertion est évidente.

» Enfin et malheureusement, la derniere assertion est hors de notre portée. Lorsqu’on saura ce que cela
veut dire, il suffira de montrer que dans ce cas, la suite (¢"),en posseéde deux valeurs d’adhérence
dans R.

—

1
Exemple T: Comme 0 < 5 < 1, lim ¢"=0.

n—-+o0o

) s . 1 1 1 .

o =] =
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Si (up )nen est une suite géométrique de raison ¢ alors u,, = u,q". Le théoréme précédent permet
donc de trouver sa limite.

r—[Qa\ro"AJre ) (Limite d’une suite géométrique)} .

Soit (un)nen, une suite géométrique de raison g non nulle.
Pour tout entier n : u, = ug x ¢"

v

Silgl <1, lim wu,=0.
n——+00

v

. . oo st ug >0
Sig>1, lim un:{+ . ’
n—-+oo —o00 st ug < 0.

» Sig=1, ngrfooun = ug.

» Sig < —1, la suite (uy)neny n'a pas de limite.

V1.2 Théoréme de convergence monotone

Commencons par un théoreme logique. .. mais & montrer quand méme :

Proposition 4
Si une suite croissante a pour limite ¢, alors tous les termes de la suite sont inférieurs ou
égaux a {.

lim w, =/

e = VneN u, <L
(Un)nen est croissante

Preuve: Raisonnons par 'absurde, c’est-a-dire, supposons que (un)nen SOit une suite croissante
convergeant vers £, qu’il existe un entier k tel que uy > £ et montrons qu’il y a contradiction.

Comme la suite est croissante, pour tout n tel que n >k, u,, > ug > £. Notons d la distance entre £ et uy.

L’intervalle |¢ — d; ¢+ d [ contient £ pas pas les u,, pour n > k, ce qui contredit la convergence de (uy,)neN

vers £.

ROC (Suites monotones 3)
» Une suite croissante et majorée est convergente.

» Une suite décroissante et minorée est convergente.

Ce théoreme est un théoreme d’existence, il justifie 'existence d’une limite finie mais ne précise
pas cette limite.

Prewuve: Considérons une suite (un)nen croissante et majorée, a € R, un réel quelconque et notons
|_A, le plus petit des majorants de (up)nen-
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» Tout intervalle |A — a; A + o contient au moins un terme u, de la suite. Sinon, A — « serait un
majorant de la suite, ce qui contredit le fait que A soit le plus petit des majorants.

» Comme la suite (un)nen est croissante, pour tout n = p, un > up.

» L’intervalle |A — «; A 4+ af contient donc tous les termes de la suite & partir du rang p. Ceci est
vrai, quel que soit le réel o > 0.

» D’aprés la définition (4), la suite (un)nen converge et & pour limite A.

La démonstration est identique pour une suite décroissante et minorée. " I

‘= VaplelV  Ce théoreme permet de montrer qu’une suite converge vers une limite ¢ mais
ne donne pas la valeur de cette limite. On peut seulement dire que, si (u,),en €st croissante et
majorée par M alors £ < M et si (up)nen est décroissante et minorée par m alors £ > m.

q Exercice  Que peut-on dire de la convergence de la suite de 'exercice (1) 7

UO:O

= ) L i éfini : .
Exevrcice a suite (un)neN est définie par { i Gy

1/ Démontrer que pour tout naturel n, 0 < w,, < 4.
2/ Prouver que la suite est strictement croissante.

3/ En déduire que (u,)nen est convergente.

ug = 5
Exercice La suite (uy)nen est définie par : du, —1
Uny1 = ———
Uy + 2

En vous inspirant du graphique ci-dessous, étudier la convergence de la suite u,,.

16. N’oubliez pas de toujours faire plaisir au gentil professeur.
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f(un) Az
3 4 y= T+ 2
| |
I I
1 ~—= |
2 / |
|
|
|
|
1+ I
|
|
|
|
Il Il Il Il I Il
T T T T T T u
1 2 3 4 5 6 "

Malheureusement ', toutes les suites ne sont pas monotones. Dans ce cas, on tentera d’utiliser
les théoréme d’encadrement et de comparaison vus précédemment en V qui restent des outils
extrémement puissants.

V1.3 Suites adjacentes

Defivition b

Deux suites (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes si et seulement si :

» (un)nen est croissante.

» (Un)nen est décroissante.

» lim w4, —v,=0
n—-+4o0o

Si deux suites sont adjacentes alors elles convergent et elles ont la méme limite.

17. ou heureusement. On s’ennuierait !
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Théme: Récurrence

Récurrence

- . . 1o ug = 1
Exevre) La suite (u est définie par : .
ercice (Un)nen P { i1 = VITun

1/ Démontrer que pour tout naturel n, 0 < u, < 2.

2/ Prouver que la suite est strictement croissante.

Exercice  On considére la suite (u,)nen définie par récurrence par :

UQ:1
1

1+ u,

Un+1 =

Démontrer, par récurrence, que : Vn € N, 0 < u,, < 1.

Exercice Démontrer par récurrence les propriétés ci-dessous :

1/ VneNn>6,2">6n+7.

2/ Onpose S, =14+2+3+...+nounz=1
n(n+1)

Montrer que .%, = —

3/ Onpose .7, =12 +224+3%2 4+ ... +n?oun>1.
n(n+1)(2n+1)

Montrer que .%, = 6 .

4/ Onpose .7, =134+22+33+ .. . +ndoun>1.
n?(n+ 1)?
—
5/ Onpose /, =1x24+2x3+...+nx(n+1).

Montrer que .%, =

1
Montrer que ., = gn(n +1)(n+2).

6/ Onposen! =nx (n—1)x(n—2)x...x2x1otun>1. Montrer que Vn € N*, n! > 2""1,

ug = 2
7/ Soit (uy)nen la suite définie sur N par 1 .
/ (Un)nen p { Upg1 = §U'n+2
1
Montrer que Vn € N, u, =4 — o 1"

8/ Vn €N, 22" + 2 est un entier divisible par 3.
9/ VneN, 4" + 5 est un multiple de 3.

F.PUCCI
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Terminale S - Feuille d’exercices n°1 Théme: Récurrence

Exercice  On rappelle que la dérivée du produit fg ot f et g sont deux fonctions dérivables sur R
est donné par :

(f9)'=fg+ fg

Soit n € N et f, la fonction, définie pour z € R, par : f,(z) = z".

Démontrer par récurrence que f,, est dérivable et que pour tout réel  : f/ () = na" '

Exercice Soit m un entier naturel non nul, et .%, la somme :

1/ Ecrire un algorithme permettant de calculer .%;, ot n est un entier non nul choisi par 'utilisateur.
n
n4+1"

1 1 1
3/ (a) Vérifier que pour tout entier p non nul, —— =

pp+1) p p+l
(b) Retrouver alors le résultat du (2) par une autre méthode .

2/ Montrer par récurrence que pour tout entier n > 0, %, =

ug = 1, U1:2

Exevcice  Soit (u la suite définie sur N par .
( n)nEN P Un+2 = 5un+1 — 6u,

Montrer par récurrence que Vn € N, u,, = 2".

'S VROV 11 faut deux termes pour initialiser cette propriété.

Exercice La suite (u,)nen est définie par {
Démontrer par récurrence que : Vn € N, 0 < u,, < 1.

Remargue: On pourra étudier les variations de la fonction f définie par : f(z) = (2 — ).

18. dite « par télescopage ».
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Théme: Comportement global Terminale S - Feuille d’exercices n° 2

Comportement global

Exercice La suite (up)nen est définie par ug = 1 et upy1 = up + 20+ 3.

1/ Etudier la monotonie de la suite (u,)nen.
2/ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > n2.

3/ Que peut-on dire alors sur la convergence de la suite (uy,)nen.

Exercice Suites homographiques On considére la suite (uy,)neny définie par la forme explicite
3n—1

Vn €N, u, = .
" Un = o019

1/ Montrer que la suite suite (un)nen est croissante.
2/ Montrer que la suite suite (up)nen est majorée.

3/ Montrer que la suite (uy,)nen est convergente et calculer sa limite.

Exercice (Autilles—GUjAue 2012 extrait)

uy = s

+1
2n

Soit (un)nen la suite définie par

SN0 =

un+1 U,

1/ Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,, est strictement positif.
2/ Démontrer que la suite (u,)nen est décroissante.

3/ Que peut-on en déduire pour la suite (up)nen?

— . . o = 0
Exercice La suite (up)nen est définie par : { UT:? N T

On consideére la fonction définie pour z € [0;3] par : f(z) = v2z + 3.

1/ Calculer la dérivée de la fonction f. En déduire que la fonction f est strictement croissante sur
[0;3] et dresser son tableau de variations. Préciser les valeurs de de la fonction aux bornes de
cet intervalle.

2/ Démontrer que : si z € [0;3] alors f(x) € [0;3].

3/ Démontrer par récurrence, que pour tout entier n, 0 < u, < 3.

4/ Démontrer par récurrence, que la suite (uy,)nen est strictement croissante.
5/ En déduire que la suite (u,)nen est convergente.

6/ Déterminer la limite de la suite (uy,)nen-
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Terminale S - Feuille d’exercices n®2 Théme: Comportement global

ug = 2
Exercice  Soit la suite (uy,)nen définie par S5ty — 1
Un+1 -
Up + 3

1r¢ méthode :

16
Up + 3
2/ Montrer que, pour tout n € N, u,, € [1;2].
(up — 1)
Cun+ 3
4/ Démontrer que (up)nen converge et déterminer sa limite £.

1/ Vérifier que pour tout n € N, w1 =5 —

3/ Etablir la relation u, 11 — u, = — et en déduire le sens de variation de (up)nen-

1
Up —1°

2¢ méthode : On consideére la suite (v, )nen définie pour tout n € N par v, =

1
1/ Prouver que (vp,)nen est une suite arithmétique de raison 1

2/ Pour tout n € N, exprimer v,, puis u, en fonction de n.

3/ En déduire la convergence de (uy)nen et sa limite.
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Terminale S - Feuille d’exercices n° 3

Théme: Limite de suites
Cimite de suvites

Exercice  Pour les cas suivants, préciser si la suite (u,)nen est majorée, minorée ou bornée.

4/ u, =n+cosn.

1/ u, =sinn.
1
2 n= 7.
/ u 14+ n?
3/ u, =2". 5/ w, = (—1)" x n?.

Suites auxiliaires

2 — . . .
. Exercice Suites homographiques 1
On counsideére la suite (u,,)nen définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, par :
Su, — 1
U = —
el du, + 1

1/ On consideére la suite (v, )nen définie par :
1

Unp =

N[

Up —

Démontrer que (v, )nen est une suite arithmétique. Exprimer le terme général v, en fonction

de n.
2/ En déduire le terme général u,, de la suite (un)nen en fonction de n.
— . . . Afos . n+1
Exercice  Soit (up)nen la suite définie pour tout entier naturel n non nul par u, = pUEE
n
1/ Déterminer la fonction f telle que u, = f(n)
2/ Etudier le sens de variation de f et en déduire celui de (uy, )nen.
3/ Calculer ujg, u100, %10000, U108 €t u1gLs.
Que peut-on dire des valeurs de u,, lorsque n devient de plus en plus grand ?
Uy = 5
= 1+ U + .
Un+1 ( n ) n n + 1

Exercice  On considere la suite (uy,)nen définie par :

1/ (a) Calculer uy, usg et us.
(b) Soit la suite (dy,)nen définie par : d,, = Upt1 — Un.
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Terminale S - Feuille d’exercices n° 3 Théme: Limite de suites

Ecrire un algorithme permettant de calculer u,, et d,—1 en fonction de n > 1 puis remplir
le tableau suivant :

n 0 1 2 3 4 5 6
U, 5
dy

A partir de ces données conjecturer la nature de la suite (dn)nen-

2/ On considére la suite arithmétique (v, )nen de raison 8 et de premier terme vy = 16.

Justifier que la somme des n premiers termes de cette suite est égale & n? + 12n.
3/ Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a : u, = 4n? 4+ 12n + 5.

4/ Valider la conjecture émise a la question (1b).

m Limite d’une suite

Exercice Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la
réponse donnée. Soit (uy,)nen la suite définie pour tout n € N* par u, = (—1)"

1/ La suite (un)nen est bornée.

2/ La suite (u)nen converge.
u

3/ La suite de terme général — converge.
n

4/ Toute suite (vy)nen & termes strictement positifs et décroissante converge vers 0.

Exevcice Déterminer les limites des suites suivantes :

2 F (2
1/ u, =n?—3n+5. 5/ un:3n _4—3n. 9/ un:2+3sm(”).
n+1 vn
2n+5
2/ u, = ) on2—3
3n—2 6/ up,=—-—.
n2+n+1 Vn+2
10n—3 ) 10/ un = 5
n n = 2(n + 1)2 J
n 2n nyn—+n
4/ u”:172+n?—+5' 8/ Un=1/n2+3—n. 11/ Un = — —5—

Exercice  Déterminer la limite des suites suivantes a ’aide du théoréme de comparaison :

1/ un:cos(?n). 2/ u,=n+1—cosn.

n
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Théme: Limite de suites Terminale S - Feuille d’exercices n° 3

E Suites monotones

E Exercice Répondre par vrai ou faux aux propositions suivantes en justifiant votre réponse.

1/ Si une suite n’est pas majorée alors elle tend vers +oo.
2/ Si une suite est croissante alors elle tend vers +oc.
3/ Si une suite tend vers oo alors elle n’est pas majorée.

4/ Si une suite tend vers +o0o alors elle est croissante.

- . . o upg = 0

e L t t défi : .
xevcice La suite (up)nen est définie par { upe1 = V2uLE3
1/ Démontrer que pour tout naturel n, 0 < u, < 4.
2/ Prouver que la suite est strictement croissante.

3/ En déduire que (u,)nen est convergente.

10 — . . PP
- Exercice La suite (up)nen est définie par :

uyg = 1
Unp
Upn+1 — —F/5——
2
uz + 1
) Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, > 0.
) Montrer que (un)nen est décroissante.
¢) En déduire la convergence de la suite (uy)nen.
) Donner les valeurs exactes des quatre premiers termes de la suite.
Que peut-on conjecturer concernant ’expression de u,, en fonction de n 7

(b) Démontrer votre conjecture par récurrence.

3/ Quelle est la limite de la suite (up)nen-

Limite d’une suite géométrique

Exercice  Déterminer la limite de la suite (uy)nen telle que : u, =1+ 3 + > + ...+ on

— . s 1 .
Exercice  Soient la suite (uy)nen définie par ug = 3 et up 1 = FUn = 2 et la suite (v, )nen telle que

Up = Up + 3.

1/ (a) Démontrer que la suite (v, )nen est géométrique.
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Terminale S - Feuille d’exercices n° 3 Théme: Limite de suites

(b) Calculer vy, puis u, en fonction de n.
2/ Onnote S, =vo+v1+...+v, et S, =ug+us + ...+ Up.

(a) Calculer S, puis S/, en fonction de n.
(b) En déduire les limites des suites (Sy)nen et (S, )nen.

13 _ . .. . . P

- Exercice (Centres étravgers juin 20I12) Soit la suite u, définie par u; = 3 et upy; =
nu, + 1

2(n+1)°

On définit une suite auxiliaire (v, )nen par : Vn > 1, v, = nu, — 1.
1/ Montrer que la suite (v, )nen est géométrique; préciser sa raison et son premier terme.

1+0,5"

2/ En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, on a : u,, =
n

3/ Déterminer la limite de la suite (up)nen-

140,5"(1+0,5n)

4/ Justifier que, pour tout entier n > 1, on a : Upq41 — Uy =
n(n+1)

En déduire le sens de variation de la suite (ty,)nen.

14
. Exercice (Deux méthodes pour trouvver la limite d'une suite)
2u, + 1

La suite (un)nen est définie par : ugp =0 et upy; = ———.
Up + 2

1*¢ méthode :

1/ (a) Démontrer par récurrence que pour tout n, 0 < u, < 1.

1 —u?
(b) Vérifier que w11 —u, = +; puis montrer que la suite (u,, )nen est alors croissante.
Uy,
2/ En déduire que la suite (u,)nen est convergente vers une limite .
2c+1
3/ On admet que cette limite ¢ vérifie f(¢) = ¢ avec f définie sur [0;1] par f(z) = :—2 .
T

(a) Déterminer la valeur de /.
(b) Proposer un algorithme pour déterminer la valeur de N tel que : Vn > N, |u, — ¢] <
1073
Entrer cet algorithme sur votre calculatrice puis déterminer N.
Up — 1
2¢ méthode : On définit la suite auxiliaire (v, )nen pour tout entier n par v, = "—_H
Up
1/ Démontrer que (v, )nen est une suite géométrique. Préciser la raison et le premier terme.
2/ Exprimer v,, puis u, en fonction de n.

3/ En déduire que la suite (uy,)nen est convergente et donner sa limite.

19. Question qui n’a aucun intérét ici mais bon, c’est une question de bac
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Théme: Limite de suites Terminale S - Feuille d’exercices n° 3

Théoréme d’encadrement

n?+1

Exercice  On considére la suite (uy)ney définie sur N* par u,, =

n

1/ Montrer que Vn € N, n < v/n2+1<n+1.

1
2/ En déduire que 1 < u,, < 1+ — puis la limite de (up)nen.
n

I .

Exercice La suite (up)nen est définie pour n > 1 par : u,, = ) + 2 + ...+ T

1/ Calculer uy, us et us.

2/ Ecrire un algorithme qui donne w,, n étant donné. Donner alors u1g, 2o et uso.

Que peut-on conjecturer quant a la limite de (wy,)nen ?

n? n?

X Un X .
n2+n n?+1

4/ En déduire la convergence et la limite de la suite (uy,)nen.

3/ Démontrer que pour n > 1 :

D’apres bac

17 . - . o
. Exercice (Metropole juin 20I12)  Soit la suite numérique (u,)nen définie sur N par :

up = 27
2 1
Up+1 = 5”” + gn +1

(a) Calculer uy, ug, us et ug. On pourra en donner des valeurs approchées a 1072 pres.
(b

)
)
a) Démontrer que pour tout entier naturel n : u, < n+ 3.
)
)

1/

Formuler une conjecture sur le sens de variation de cette suite.
2/
(n +3 - un)

Wl =

( é
(b) Démontrer que pour tout entier naturel n : up41 — uy =
(c

En déduire une validation de la conjecture précédente.
On désigne par (v, )nen la suite définie sur N par v, = u,, — n.
1/ Démontrer que la suite (v, )nen est une suite géométrique de raison 3

2 n
2/ En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = 2 (5) + n.

3/ Déterminer la limite de la suite (up)nen-

Pour tout n non nul, on pose : S, = Sump_q=uo+ur +...+u, et T, = n—;

1/ Exprimer S, en fonction de n.

2/ Déterminer la limite de la suite (T3,).
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Terminale S - Feuille d’exercices n° 3 Théme: Limite de suites

Exercice (hotilles-Guyanve juin 2014

Uy = 2,
Soit la suite numérique (un)nen définie sur N par : { S %Un L 3%0,5%,

1/ (a) Recopier et, a l’aide de la calculatrice, compléter le tableau des valeurs de la suite (u,)nen
approchées 4 1072 pres :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
U, 2

(b) D’apres ce tableau, énoncer une conjecture sur le sens de variation de la suite (up)nen.

15
2/ (a) Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul : w, > — x 0,5".

(b) En déduire que, pour tout entier naturel » non nul, u,4+1 — uy, < 0.

(¢) Démontrer que la suite (un)nen est convergente.
3/ Soit (vn)nen la suite définie sur N par v, = u,, — 10 x 0,5™.
1
(a) Démontrer que la suite (vy,)nen est une suite géométrique de raison 5 On précisera son
1 n
premier terme. En déduire, que pour tout entier naturel n, u, = —8 x (—) +10x 0,5™.

(b) Déterminer la limite de la suite (u,)nen.

4/ Recopier et compléter les pointillés de lalgo- 1. VARIABLES
rithme suivant, afin qu’il affiche la plus petite 2: n EST_DU_TYPE NOMBRE
valeur de n telle que u,, < 0,01. 3: u EST_DU_TYPE NOMBRE
4: DEBUT_ALGORITHME
5: n PREND_LA_VALEUR O
6: u PREND_LA_VALEUR 2
7: TANT_QUE ... FAIRE
Donner alors la valeur trouvée par ’algorithme. 8: DEBUT_TANT_QUE
9: n PREND LA VALEUR ...
10: u PREND LA _VALEUR ...
11: FIN_TANT_QUE
12: AFFICHER n
13: FIN_ALGORITHME
Exevrcice (Liban mai 2013)
Vo = ].,
On cousideére la suite numérique (v, )nen définie par : " 9
n+l1 —

6 — vy
Partie A

1/ Ecrire un algorithme affichant, pour un entier naturel n donné, tous les termes de la suite,
du rang 0 au rang n?

2/ Compléter le tableau suivant pour n = 8 :

n 0 1 2 3 1 5 6 7 8
Un 1 [ 1,800 | 2,143
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Pour n = 100, les derniers termes affichés sont :

| 2,967 | 2,968 | 2,968 | 2,968 | 2,969 | 2,969 | 2,969 | 2,970 | 2,970 | 2,9701

Quelles conjectures peut-on émettre concernant la suite (vp,)nen ?

3/ (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : 0 < v, < 3.
(3 —wn)?

(b) Démontrer que, pour tout entier naturel n : v, 41 — v, = 5
—u,

La suite (v, )nen est-elle monotone ?

(¢) Démontrer que la suite (v, )nen est convergente.

Partie B Recherche de la limite de la suite (v,,)nen
1

Uy — 3

On consideére la suite (wy,)nen définie par : w, =

1
1/ Démontrer que (wy,)nen est une suite arithmétique de raison -3

2/ En déduire Pexpression de (wy,)nen, puis celle de (v, )nen en fonction de n.

3/ Déterminer la limite de la suite (vp)nen-

20 . L
. Exercice (Asie juin 2013)

Partie A

1+ 3u,

3+ u,

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

On consideére la suite (up)nen définie par : ug =2 et up41 =

1/ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : u, > 1.

, 1-— 1
2/ (a) Etablir que, pour tout entier naturel n, on a : up41 — Uy = (L= un)(1+ un)

34+ uy,
(b) Déterminer le sens de variation de la suite (u,)nen. En déduire que la suite (uy)nen
converge.
Partie B
14+0,5
On consideére la suite (uy,)nen définie par : ug = 2 et w41 = M
0,5+ un,

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

1/ On considére l'algorithme suivant :

Reproduire et compléter le tableau suivant,
en faisant fonctionner cet algorithme pour
n = 9. Les valeurs de u seront arrondies &

1074

VARIABLES
n EST DU_TYPE NOMBRE
u EST_DU_TYPE NOMBRE POSITIF
DEBUT_ALGORITHME
LIRE n
u PREND_LA_VALEUR 2
POUR i ALLANT DE 1 A n
| DEBUT_POUR

0 ~NO U WN -~

14 0,5u
0,5+u

©

| | w PREND_LA_VALEUR

10: | FIN_POUR
11: AFFICHER u

Conjecturer alors le comportement de la 12: FIN_ALGORITHME
suite (un)nen & Uinfini.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

u
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Uy — 1

2/ On considere la suite (v, )nen définie, pour tout entier naturel n, par : v, =

(a) Démontrer que la suite (v, )nen est géométrique de raison ~3
(b

)

) Calculer vy puis écrire v, en fonction de n.

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : v, # 1.
)
)

3/

(
(b 1+ v,

Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : u,, = 1 .
— Uy

(c) Déterminer la limite de la suite (up)nen-

21 . . s . o s ,
. Exercice  On considére la suite (uy)nen définie par récurrence par :

{ ug=1etug =2
Unp+a = O6Upt1 — DUy,

1/ Calculer ug, uz et uy.

2/ Résoudre I'équation du second degré suivante : 2 = 6z — 5.
3/ Déterminer deux réels A et B tels que : u,, = A x 5" + B.
4/ En déduire uqp.

Exercice (Le Tapis de Sierpinsk) On dispose d'un carré de coté 1.

Etape 1 : on partage le carré en 9 carrés identiques et on colorie le carré central ;
Etape 2 : les carrés restants sont a leur tour divisés en neuf carrés et on colorie le carré central;

Ainsi de suite ...
Carré initial Etape 1 Etape 2

On note A, I'aire coloriée & la n® étape (n entier supérieur & 1).

1/ Déterminer A; et As.
1 8A 1

2/ Justifier que A,41 = A, + 5(1 -4, = HT—’—
3/ Soit (un)nen la suite définie, pour tout n entier supérieur a 1, par u, = A, — 1.

(a) Montrer que la suite (u,)nen est une suite géométrique et préciser sa raison et son premier

terme.

(b) En déduire expression de u,, en fonction de n puis celle de A,,.

4/ Evaluer a laide de la calculatrice & quelle étape 90 % au moins de l'aire du carré initial est
colorée.

Combien de carrés coloriés comporte le carré a cette étape ?
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23 - . . P
- Exercice La suite (up)nen est définie par :

ug € [153]
Un4+1 = \/3un

1/ (a) Démontrer, par récurrence, que tous les termes de la suite (uy)nen appartiennent & I'in-
tervalle [1;3].

(b) En déduire que la suite (un)nen est croissante.

(¢) En déduire la convergence de la suite (uy,)nen-

2/ On conjecture que la limite de la suite (uy,)nen est 3, donc on étudie la limite de la suite (vy,)nen
définie par :
VnéeN, v, =3—u,.
V3
a) Vérifier que, pour tout entier naturel n, v,11 = ———=wv,.
( ) 9 n+ \/E + \/§ n

V3
1+

(b) Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n, v,41 <
V3 )"
1+v3)

Un.

S

(c) Montrer, par récurrence, que Vn € N, v, < 2 <

3/ En déduire lim v, puis lim w,.
n—-+oo n—-+o0o
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Fiche o°): Suites

(" Pour démontrer que pour tout entier n > ng, P, (proposition qui dépend de n) est A
vraie, il faut et il suffit :

1/ (Initialisation) Vérifier que Py, est vraie.

2/ (Hypothése de récurrence) Supposer que Pj est vraie pour un certain
entier k > ng.

3/ (Propriété d’hérédité) Démontrer que Py est vraie sous et seulement sous
I’hypothese Py vraie.

L4 / (Conclusion) Pour tout n > ng, P, est vraie.

Une su1t<.a numérique (up)nen est (tn)nen est croissante <= U1 — Uy =0
une fonction de N dans R (ou C) : Uni1
— >1 etu, #0
Un,

(un)nEN : N——R
0w w |

(Un)nen majorée par M <= wu, — M < 0.

Définition récurrente Définition explicite
uo
Uy, = f(n
{ i = () I
. U et f ont le méme
f croissante = (uy,)npeny monotone (tn)nen et f N .
comportement et les mémes limites
i (un)nen & pour limite o0 o0 —0 o0
S c ) limit 0 / / / 0 =k <F
i (Vn)nen a pour limite o0 o0 o0 —0 —0
S eN a pour limit 0 4 0 0 +
alors (u, + vy, )nen a pour limite 0 L+70 | oo 4 00 00 +00 | —oo 11105:;;
P / Forme Forme
alors (uy X vp)nen a pour limite 0 I x/ 00 0 Indéter.| Indeter.| 10O | T00 | —00
U . 0
alors | — a pour limite | ‘orme | Z 0 00 0 oo | Forme ) Forme | Forme
Un / neN Indéter. /¢ Indéter.| Indéter.| Indéter.
Unp+1
Uptl — Up =T ntl —
Un
U = Up + (n — P)r Up = upg" P

q>1 = lim wu, = +oo.

r>0— lim wu, = +o0. nstoo
P — nz;:ou ~ e g < —1 = (up)nen n'a pas de limite.
n—+oo ’ q=1 = (uy)nen constante.
r =0 = (un)nen constante. e geil — T o, — (0
n—-+oo
_ qn—m+1
U U Um + ... + Uy = Upyy——, Si 1
=n—-m+1, sig=1.
(un)nen est croissante (n)men €t (Un)neN
(Un)neN €t (Un)neN L. n)ne n)ne
sont adiacentes <= { (vn)nen est décroissante — convergent vers la
) Erf Uy — Uy, =0 méme limite.
n (o¢]




Fiche o°): Suites

Tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes
de la suite a partir d’un certain rang, ... ... A
(un)nen converge vers £ < Ve € R™ 3In, e N/VneNn>n, = u, €|l —e;{+¢].

( — [l est unique.) et
lim v,= lim w, ="/
n——+0oo n—+oo

(un)neN est croissante et majorée (par M).

U converge vers ! <— ..
(tn)nen & ( = limite < M)

Tout intervalle ouvert de la forme ]A ;400 [ avec A € R,

contient tous les termes de la suite a partir d’'un certain
o rang.

VAeR,An, e N/VneN, n>2n, = A< u,.

(un)nen diverge vers +0o <= v, < Uy & partir d’'un certain rang

et

lim v, = +oo.
n——+oo

(un)nen est croissante et non majorée.

Si (tn)nen ne converge pas elle est divergente (ie) limite infinie ou pas de limite.

() il .
| %
- ! N
2 |
+ 1
& I
- i (tn )nen diverge vers +oo i
i
. ]
' y=4
_________ i
i
i
€y !
|
i (Un)nen converge vers £ !
i La limite ¢ de (un)nen,
! si elle existe, vérifie
| f) =¢.
T - |
| | |
N ! | |
il—-l ) ! i i
""" a Al ! !
LT | |
i i
(%) uy Un
/ . . . , . / u
Représentation graphique d’une suite définie par récurrence : 0
Unt1 = f(un)



Terminale S - Devoir surveillé n° 1 Théme: Suites

Exercice (QCM) Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. L’identifier et justifier la
réponse.

1/ Soit une suite (un)nen convergente et majorée par 3. Alors, nécessairement :

(a) nll)I_{I_loo Up = 3. (b) nll)l}_loo Up < 3. (c) La. suite (Up)nen est
croissante.
. L1 1
2/ Si pour tout n de N ,—§<un—2<—.
n
(a) La suite (un)nen est dé- (b)) Lasuite (upn)nen est bor-  (¢)  lim wu, = 2.
croissante. née. nortee
Exercice (Limites) Déterminer les limites des suites (up)nen suivantes :
4n?2 +3n—1 1\"
1/ un:%—ZTL-ﬁ-& 1_<Z>
n
2/ Uy =3 x ————.
4

Exevcice (ROC)

1/ Cours : Donner la définition d’une suite divergent vers +oo.
2/ Restitution de connaissances : Démontrer le théoréme suivant :
Soient (un)nen €t (Vn)nen deux suites.
St pour tout entier naturel supérieur a un certain entier naturel ng, u, < v, et liI_irrl Up = +00
n—-+0o0

alors lim wv, = +o0.
n—4o0o

3/ Application : La suite (vp,)nen est définie par vg =1 et v,11 = v, + 2n + 3.

(a) Démontrer que : Vn € N, v, > n?

(b) Quelle est la limite de la suite (v, )nen.

44 F.PUCCI




Théme: Suites Terminale S - Devoir surveillé n° 1

Exercice (Suite I\omcav-APHiueB Soit la suite (un)nen définie sur N par : ug = 0 et u,y =
22Uy, + 3

Up +4

5
Up +4°
(b) Montrer par récurrence que pour tout n, 0 < u, < 1.

1/ (a) Montrer que 'on peut écrire : u,41 = 2

2/ On admet que la suite (uy,)nen est croissante.

(a) Montrer que la suite (un)nen est convergente vers une limite £.

(b) Bewus On admet que cette limite ¢ vérifie f(¢) = £ ot f est la fonction définie par

2r+3
Déterminer la valeur de ¢.
Uy — 1
3/ Soit la suite (v, )nen défini N = ——.
/ Soit la suite (v, )nen définie sur N par v w3

1
(a) Montrer que la suite (vp,)nen est une suite géométrique de raison R dont on déterminera
le premier terme.
(b) Exprimer v,, puis u, en fonction de n.

(¢) En déduire lim u,,.
n——+4oo

4/ Rowus On cherche & déterminer la valeur de N & partir de laquelle £ — u,, < 10~°. On propose
alors I’'algorithme suivant ou certaines instructions ont été effacées.

(a) Recopier cet algorithme et compléter les
instructions effacées.

VARIABLES

N EST_DU_TYPE NOMBRE

U EST_DU_TYPE NOMBRE

DEBUT_ALGORITHME

N PREND_LA_VALEUR O

U PREND_LA_VALEUR O

TANT_QUE 1 — U ... FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
N PREND LA VALEUR ...
U PREND_LA_VALEUR ..
FIN_TANT_QUE

AFFICHER N

13: FIN_ALGORITHME

(b) A laide de cet algorithme ou de votre cal-
culatrice, donner la valeur de N.

(¢) Que pensez-vous de la vitesse de conver-
gence de la suite (uy)nen ?

O©O0O~NOOd WN -

. - 1
lim = 00 mais lim —— #w.
T8 T — =5 T — D

Un professeur de mathématiques
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Terminale S - Devoir surveillé n° 1 Théme: Suites

Exercice (QCM) Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. L’identifier et justifier la

réponse.
3n + n?
1/ Pour tout entier naturel n non nul, u, = ;1
n—
(a) nll&loo Uy, = F00. (b) nllffoo Up = 3. (c) nll)r}_loo Uy = 0.

2/ Si pour tout entier naturel n, v, < u, < wy, avec lim v, =2et lim w, =3, alors:
n—4o0o n—4o0o

(a) La suite (un)neny n'a pas  (b) La suite (un)neny est  (c) La suite (un)nen n'a pas
pour limite +oo. convergente. de limite.

Exercice (Limites) Déterminer les limites des suites (up)nen suivantes :

Zy5n+7 _ n
1w = 2/ un=2-n+(-1)"

Exercice (Vrai-Faux?) On considére une suite (uy,)nen définie sur N dont aucun terme n’est nul.
2

On définit alors la suite (v, )nen sur N par : v, = —.
n

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et énoncer le théoréme utilisé pour la
réponse indiquée. Dans le cas ou la proposition est fausse, la démonstration consistera en un contre-
exemple ou d donner la proposition vraie correspondante.

Un )neN €st convergente, alors (Un)neN est convergente.
Unp

neN est minorée par 2, alors (v, )nen est minorée par 1.

Un )neN est décroissante alors (v, )nen est croissante.

)
)
)
)

Un)nen est divergente, alors (v, )nen converge vers 0.

Exevrcice (ROC)

1/ Soit a un réel strictement positif.

Démontrer que pour tout entier n > 1: (1+a)"” > 1+ na.
2/ En déduire et démontrer la limite d’une suite géométrique de raison g > 1.

3/ Enoncer le théoréme démontré.
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— . . . . o 3
Exercice (Suvite movetene) Soit la suite (uy)neny définie sur N par : ug = 3 et Upp1 = ul —
2u, + 2.

1/ Donner les valeurs exactes de uq et us.
2/ On définit la fonction f associée & la suite (wuy,)nen par : @ — 2 — 2z + 2.

(a) Montrer que f est croissante sur I'intervalle [1;+oo .
(

b

Montrer, par récurrence, que : Vn € N, 1 < u,, < 2.

3/ (a) Montrer que : upt1 — Up = (up — 2)(u, — 1).
(

)
)
b) En déduire les variations de la suite (uy)nen-
(¢) En déduire la convergence de la suite (u,)nen. Peut-on en déduire sa limite ?

On demande a plusieurs scientifiques : « Combien vaut 7 ? »
Le chimiste répond : « C’est environ 3 et 2 »

Le physicien dit : « C’est 3,14. »
Le mathématicien : « C’est égal a 7. ».
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CHAPITRE

Droites et Planws de | ‘espace

&’3 USQU’ICI la géométrie ne s’est faite que dans le plan (euclidien). Celui n’est, en fait,
7> qu’un plan parmi d’autres dans I’espace. L’objectif de ce chapitre est donc de prolonger
les notions de géométrie euclidienne a ce dernier.

Dans les chapitres suivants, nous verrons comment prolonger les notions vectorielles et analy-
tiques.

Sommaire

49



50 Chapitre 22 DROITES ET PLANS DE L’ESPACE

n Rappels

Rappels | (Regles d’incidence)

Les regles suivantes sont valables dans 1’espace :
» Par deux points distincts A et B passe une seule droite, notée (AB).
» Par trois points non alignés A, B et C passe un seul plan, noté (ABC).
» Siun plan contient deux points A et B, il contient toute la droite (AB).

» Dans tout plan de I'espace, tout résultat de géométrie plane s’applique.

Exercices 40 a 42 page 309-310 ,Maths Repére,Hachcttc}

EQMAV‘%U&S:

» Un plan est une « surface » plane « illimitée ». Elle est représentée en perspective par un
parallélogramme.

» La derniére regle indique que, dans tout plan de 'espace, tout se passe comme dans « LE »
plan de la géométrie plane. On cherchera donc trés souvent a se placer dans un plan de

I’espace.
Exemple I:
Dans le cube ABCDEFGH le plan (&) peut étre
o s . H G
défini, de maniére unique, par :
E ! F
» les points A, E, C. 1l peut étre noté (AEC). : (P)
! )
|
|
» les droites (EC) et (AG) sécante non confon- :
dues. )l_
s D c
’
» les droites (AE) et (CG) strictement paral- A B
leles

I. RAPPELS F.PUCCI



Chapitre 22 DROITES ET PLANS DE L’ESPACE

m Positions relatives de droites et de plans

I1.1 Positions relatives de deux droites

Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Droites coplanaires

Droites non
coplanaires

Un unique point
d’intersection

Aucun point
d’intersection

Sécantes S;z:;ﬁgizst Confondues
(2)
. (2) (7')
(Z) () (2)

Au moins 2 points
d’intersection

(7))

Il n’existe aucun
plan contenant (2)
et (2)

ATTENTION

» Dans l'espace, il existe des droites qui ne sont ni paralléles, ni sécantes.

» Deux droites sont paralleles lorsqu’elles sont coplanaires et non sécantes.

Exemple 2:

(strictement).

naires.

Dans le cube ABCDEFGH le plan (&) peut étre
défini, de maniére unique, par :

» les droites (AF') et (BE) sont coplanaires.
» les droites (AB) et (AD) sont sécantes.

» les droites (BC') et (FH) sont paralléles

» les droites (AF) et (F'(G) ne sont pas copla-

F.PUCCI
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52 Chupitre 2. DROITES ET PLANS DE L'ESPACE

11.2 Positions relatives de deux plans

Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Sécants Paralleles
Strictements paralleles (ou
disjoints)

Confondus

N

(€ ¢ = §W§\\\\

SRR

L’intersection de (£) et L’intersection de () et L’intersection de (£) et
(') est la droite (2) (') est le plan (2) (') est vide

Re.MAr%)e.: Si deux plans sont sécants, leur intersection est une droite. Il suffit donc de déterminer
deux points appartenant simultanément aux deux plans pour déterminer cette droite.

Exemple 3:

Dans le cube ABCDEFGH le plan (&) peut étre I a

défini, de maniére unique, par : | &\\\\\\\\\§§\K\\\\\\\\\\\\\\\\§\\\\\\\\\w
N N

» les plan (ABC) et (EBC) sont sécants en
(BC) :

(ABC) N (EBC) = (BC)

» les plan (FHG) et (EBC) sont sécants en
(EH) :

(EHG) N (EBC) = (EH)

e\
» les plan (FHG) et (ABC) sont strictement A B
paralleles :

(EHG) N (ABC) =0

Exercices 13 a 16 page 307 ,Maths Repére,Hachette}

Methode | (Déterminer I'intersection de deux plans)

Pour trouver U'intersection de deux plans sécants (&)
et (£2'), il suffit de trouver deux points A et B dis-

e ) Q\\\\\\X\x\\\\\\\i&\\\\\\\\
(AB) \Qs\\\\\

II. POSITIONS RELATIVES DE DROITES ET DE PLANS F.PUCCI
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1 — .

. Exercice  On pose un cube ABCDEFGH sur un plan (&).

I et J sont les milieux respectifs de [EF] et [F'G] et K est le point de [BF] tel que 4BK = BF.
Construire la droite (A), intersection des plans (IJK) et (£2).

Correction:

H G

I

11 suffit d’appliquer la méthode :

» Les droites (IJ) et (AB) sont coplanaires et sécantes. Leur point d’intersection M appartient a
(#) = (ABC) et (IJK) puisqu’il appartient respectivement & (AB) € (22) et (IJ) € (IJK).

» De la méme maniére N = (JK) N (BC) appartient & (£) et (IJK).

Donc, l'intersection de (IJK) et de (&) est la droite (M N).

2 _ . PR
. Exevcice ABCD est un tétraedre.

E, F et G sont respectivement des points des arétes [AB], [AC] et [AD] tels que les droites (EF),
(FG) et (EG) ne sont pas paralléles au plan (BCD).

1/ Construire la droite (A), intersection des plans (EGH) et (BCD).
2/ Démontrer que les droites (A), (BC) et (EF') sont concourantes.

[ Applications page 285 ,Maths Repére,Hachcttc}
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11.3 Positions relatives d’un plan et d’une droite

Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Sécants

Paralleles

(2)

P) et (2) ont un unique
() et ( q
point d’intersection M

(2) est incluse dans le plan

(2)

A

(2) et (2) n’ont aucun
point commun

(2)

Exemple 4

cants en M :

leles :

(ABC) :

Dans le cube ABCDEFGH le plan (&) peut étre
défini, de maniére unique, par :

» la droite (HM) et le plan (ABC') sont sé-

(HM)N (ABC)=M
» la droite (E'F') et le plan (ABC') sont paral-

(ABC) N (EF) =0

» la droite (B(') est contenue dans le plan

(ABC) N (BC) = (BC)

Remarque: Les droites (L2/7) et (5C) ne sont pas coplanaires.

Méthode 2 (Intersection d’une droite et d'un plan)

Pour déterminer 'intersection d’un plan (£?) et d’une droite

(2) non parallele a (£2) :

1/ On trouve un plan (£?') qui contient (2) et sécant a

(2).

2/ On détermine la droite (2'), intersection de () et

' 74 N\ \\\\.,\\
(&) (7)) s\\\\}\\\*
(¢f méthode 1) \\\
3/ Le point d’intersection de (2) et (2') est lors I'intersec- \ ()
tion de (2) et (22).
II. POSITIONS RELATIVES DE DROITES ET DE PLANS F.PUCCI
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Exercice  ABCD est un tétraedre. I est le milieu de laréte [AD], G un point de la face ABC' distinct
des sommets et tel que la droite (IG) ne soit pas paralléle au plan (BCD).

Construire le point N, intersection de la droite (IG) et du plan (BCD).

Correction:

Ici aussi, on applique la méthode :

1/ Le plan (AIG) ou encore (ADQG) contient la droite (AI) et est sécant au plan (BCD).

2/ Le point D, par définition, appartient aux deux plans (ADG) et (BCD).
Posons J l'intersection entre la droite (AG) et la droite (BC'). Le point (J) appartient aussi aux
deux plans (ADG) et (BCD).
L’intersection entre les deux plans (ADG) et (BCD) est donc la droite (D.J).

3/ L’intersection entre le plan (BCD) et la droite (IG) est donc I'intersection entre les droites (D.J)
et (IG), intersection qui existe bien car (IG) n’est pas paralléle au plan (BCD).

Exercice  SABCD est une pyramide de sommet S, M est un point de [AS] et N est un point de
[CS] tels que (M N) n’est pas paralléle au plan (ABC).

Construire, en justifiant, le point F, intersection de la droite (M N) et du plan (ABC).

JIIN Parallélisme A\

\

II1.1 Parallélisme entre deux plans

.

Si un plan (£2) coupe deux plans paralleles
(2) et (') alors les droites d’intersection

sont paralleles.

"

F.PUCCI III. PARALLELISME
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1I1.2 Parallélisme entre droites et plans

Proposition | (@)
Une droite est paralléle a un plan si et seule-

ment si elle est parallele a une droite de ce
plan.

i un plan contient deux droites sé- \\\\\\\\ \%\\\ \\\§\\§§\\§\\\\
Santes (1@) (f )(9') paral?éles g un plan \E\\\\§

{7
("), alors les plans () et (') sont pa-
ralleles.

b
‘une droite supplémentaires que

N

Soient (2) et (2') deux droites paralléles contenues respectivement dans les plans (42)

&
Si (2) et (') sont sécants en une droite (A), alors la droite (A) est parallele & (2) et
)

(2) c (2) avec (A) = ()N (7))
(7) (&) = (2) /] (A)
2) )/ (7') (2) ) (A

III. PARALLELISME F.PUCCI
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(A) A

\/
\

\us

\\

[ Exercice résolu 3 page 302 ,Maths Repeére, Hachette}

Applications : sections d’un cube et d’un tétraedre par un plan

Déterminer la section d’un polyedre par un plan revient a déterminer Iintersection d’un plan
avec chacune de ses faces. Un polyédre étant constitué de faces planes, I’exercice revient alors a
déterminer autant d’intersection de plans que celui-ci a de faces.

IV.1 Section d’un cube par un plan

Exercice  Soit un cube ABCDEFGH et un plan (IJK) tel que :

2
» [ est un point de [EH] tel que ET = §EH
2
» J est un point de [AB] tel que AJ = EAB.
1
» K est un point de [F'G] tel que FK = ZFG'

Déterminer et construire I'intersection, lorsqu’elle existe du plan (IJK) et de chaque face du cube.

F.PUCCI IV. APPLICATIONS : SECTIONS D’UN CUBE ET D’UN TETRAEDRE PAR UN PLAN
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La section du cube par le plan (IJK) est le polygone obtenu en reliant chacune de ces intersec-
tions.

On avance pas a pas :

» L’intersection de deux plans sécants est une droite donc l'intersection, lorsqu’elle existe,
d’une face par le plan (IJK) est un segment.

» Si deux points du plan (IJK) appartiennent a une face du cube, toute la droite limitée au
cube délimite l'intersection entre le plan (IJK) et cette face.

L’intersection entre le plan (IJK) et la face EFGH est le segment [ K].

R L —

» Cherchons l'intersection de (IJK) avec la face ABFE :

Posons L, le point d’intersection entre la droite (IK) et la droite (E'F'). Par définition, L
appartient aux deux plans (IJK) et (ABF)

La droite (JL) appartient alors aussi aux deux plans (IJK) et (ABF).

Notons M le point d’intersection entre les droites (JL) et (F'B). Par définition, M appar-
tient aux deux plans (IJK) et (ABF'). Le segment [J M| représente l'intersection entre le
plan (IJK) et la face ABFE.

H G
I
E ! K -~
T ___:=_)<L
3 /
| /
| 7
I 7
| /
| /
[ 7
| M
e —— 4 ___
.7 D C
7
7
A J B

» Par construction, les points K et M appartiennent a I'intersection du plan (IJK) et de la
face BCGF'. On trace le segment [KM].

IV. APPLICATIONS : SECTIONS D’UN CUBE ET D’UN TETRAEDRE PAR UN PLAN F.PUCCI
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H G
I
E | i ~
I —:==/7<L
| F /7
| 7
I ’
| /
| /
| e
| M
e —— 4 ___
.7 D / C
7
7
A J B

» On détermine alors successivement l'intersection avec les faces ADHE puis ABCD :

. Soit N = (MJ) N (AE). " G

1

Par construction N € (IJK)NADHE.

Notons O = (IN) N (AD).

Alors [I0] = (IJK)N ADHE.

. O et J appartiennent a la face ABC'D
et au plan (IJK) par construction.

Donc, [0J] = (IJK) N ABCD.

Finalement, la section du cube ABCDEFGH par le plan (IJK) est le pentagone IKMJO.

H G
1

M

Remargue: Comme les faces EFGH et ABCD dont paralleles. Le plan (IJK) coupe celles-ci
faces en des segments paralleles. Il en est de méme pour les faces BOCGH et ADHE

(IK) J(OJ) et (KM)/(10).

[ Applications page 285 ,Maths Repére,Hachcttc}
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IV.2 Section d’un tétraedre par un plan

n Exercice  Soit un tétraédre ABCD et un plan (EFQG) tel que :

» E centre de gravité du triangle ABD.
» F est le milieu de [BC].

4
» G est un point de [AC] tel que AG = gAC.

Déterminer I'intersection du plan (EFG) et du tétraédre.

A

Comme précédemment, il s’agit de construire I'intersection d’un plan avec chaque face du tétra-
edre :

» [F'G] représente l'intersection de (EGJ) avec la face ABC.

» On ne peut pas relier F a F ou G car ces segments ne sont pas sur une face du tétraedre.
On cherche alors intersection de (EFG) avec la face ABD. Pour cela, on détermine
I'intersection de la droite (GF) avec la droite (AB) qui contient l'aréte [AB] appartenant
aux faces ABC et ABD. Notons H leur point d’intersection.

. Comme H € (GF) alors H € (EFQ).

. Comme H € (AB) alors H € (ABD) contenant la face ABD

. On trace alors la droite (HE) qui coupe [BD] en L et [AD] en K.

. Comme L € (HE) et K € (HE) alors K et L appartiennent au plan (EFG).

« On trace le segment [K L] qui est donc l'intersection de (EFG) et de la face ABD.
A
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» Il ne reste plus qu’a tracer (en pointillés car cachés) les segments [GK] et [LF] qui repré-
sentent les intersection respectives avec les faces ADC et BCD.

Orthogonalité

V.1 Droites orthogonales

Defivition | (7')
On dit que deux droites (2) et (2') sont :

» Perpendiculaires si, et seulement si, (Z) et
(2') se coupent perpendiculairement.

» Orthogonales si, et seulement si, il existe une (7
droite (A) parallele a (Z) qui est perpendicu- \
5 N / \
laire & (2'). @ >

On écrira indistinctement pour deux droites perpen-
diculaires ou orthogonales : (2) L (2').

= VA0V Dans I’espace, on fait une différence pour des droites entre « orthogonales » et
« perpendiculaires ».

Dans I'espace, des droites orthogonales ne sont pas nécessairement coplanaires et n’ont donc pas
nécessairement de point d’intersection.

Tout d’abord une variante des postulats d’Euclide :
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Si deux droites sont paralléles alors toute droite orthogonale & 'une est orthogonale a
Iautre.

|— Preuve: Immédiate avec la définition de deux droites orthogonales. I

Applications page 287

Exercices 25 a 26 page 308 »Maths Repére, Hachette

V.2 Droites perpendiculaires a un plan

D’abord la définition : « Que faut-il démontrer pour qu’une droite soit perpendiculaire & un
plan? »

Delivition 2

Une droite (Z) est perpendiculaire (ou orthogonale) a un plan (&) si, et seulement si,
il existe deux droites sécantes de (&) perpendiculaires a (2).

EeMAr%:e: On ne fait pas de différence ici entre « ortho%%ale » et « perpendiculaire ».

77/

= VaR0\ Une seule droite perpendicu-

laire ne suffit pas!!!

La réciproque maintenant : « Qu’obtient-on comme propriétés supplémentaires quand une droite
est perpendiculaire & un plan? »

V. ORTHOGONALITE F.PUCCI



Methode 3 (Montre eux dro ort )
Pour mont ‘une d (2) est o le a (2')
(2) :
» AT e deux droites sécant (2) e (2) m
(2) rthogonale a (£2).
du théoréme (V), o 6duit (2)
e (#)d (2).
[ Maths Repére, H. ]
eux
Proposition
» Si mém
» Si mém

\\\\\\\\\
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V.3 Exemple

Exercice  On considére un cube ABCDEFGH dont I, J, K et L sont les milieux respectifs des
cotés [GH], [AB], [EF] et [CD).

1/ Justifier que EG = GB = BD = DE.
Peut-on en déduire que EGBD est un losange?
2/ Démontrer que les quadrilatéres EIGK, GKJC et EICJ sont des parallélogrammes.
3/ Démontrer que EICJ est un losange.
4/ Le quadrilatére EICJ est-il un carré?

1/ EG = GB = BD = DEFE car ces longueurs H G
correspondent & la longueur de la diagonale E
d’une face dans un cube. Ce sont toute des
carrés isométriques. \

D n’appartient pas au plan (EGB). \

Donc, les points E, G, B et D ne sont pas 2D~ C
coplanaires et EGBD ne peut étre un lo-
sange.

2/ Comme [ et K sont les milieux respectifs de [GH| et [EF], on a :

IG=FEK et (IG) J/ (EK) = FEIGK est un parallélogramme. (2.1)

Comme K et J sont les milieux respectifs de [EF] et [AB], on a :

KJ=FB=GC
= KJ=GC et (KJ)/ (GO).
(KJ) [/ (FB) ]| (GC) } D IEE)
Donc GK JC est aussi un parallélogramme. (2.2)

De (2.1) et (2.2), on en déduit successivement : EI = GK = CJ puis (EI) [/ (KG) J/ (CJ).

Donc EICJ est un parallélogramme.
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3/ Les triangle EHI et EAJ sont isométriques donc EI = EJ, le parallélogramme EIC.J

est un losange.

On peut ainsi en déduire que les droites (EC) et (I.J) sont perpendiculaires (diagonales

d’un losange).

4/ La perspective est trompeuse. On pourrait penser que les droites (ET) et (EJ) sont per-
pendiculaires. En réalité, elles ne le sont pas. Montrons par 1'absurde que les droites (El)

et (EJ) ne sont pas perpendiculaires.

Supposons donc que (EJ) L (EI).

(EH) est perpendiculaire au plan (AEF), donc (EH) est perpendiculaire a toutes droites
de ce plan passant par E. En particulier (EJ).

Comme (EJ) est aussi perpendiculaire & (EI) alors (EJ) est perpendiculaire au plan

(HEF).

(EJ) est donc perpendiculaire a toutes droites du plan (HEF') passant par F, donc per-
pendiculaire & (E'F'), ce qui est absurde.

Comme les droites (EJ) et (EI) ne sont pas perpendiculaires, EIC'J n’est pas un carré.

F.PUCCI
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Droites et Plavs

Exercice (Perpendicularite ou orthogomalite N
1/ Dans un cube ABCDEFGH, quelle est la position relative des droites :
(a) (AB) et (CD)? (b) (CD) et (CG)? (¢) (AB) et (CG)?

2/ Dans le cube précédent, quelles sont les autres arétes orthogonales & (AB) ?

3/ Quelle est la position relative de la droite (AB) et du plan (BCG) ?

Exercice (Section plave d'uw cube) H ¢
E ! F

On considere un cube ABCDEFGH et trois |

points P, @ et R, distincts des sommets, tels que :

Pe[CG], Qe |[EH] et R € [EF). :

On cherche a construire la section du cube par le :

plan (PQR), c’est-a-dire ou le plan (PQR) coupe [

chacune des faces du cube. )I_ _______ |

/// D C
A B

1/ (a) Expliquer pourquoi les droites (F'G) et (QR) sont sécantes.
On appellera M leur point d’intersection.

(b) Expliquer pourquoi les droites (PM) et (FB) sont sécantes.
On appellera I leur point d’intersection.

(¢) Expliquer pourquoi les droites (QR) et (GH) sont sécantes.
On appellera N leur point d’intersection.

(d) Expliquer pourquoi les droites (PN) et (DH) sont sécantes.
On appellera J leur point d’intersection.

(e) En déduire la section du plan (PQR) sur le cube.
2/ Quelles remarques peut-on faire sur certains cdtés de ce pentagone ?

3/ Le plan (PQR) ne coupe pas la face ABC'D mais il coupe le plan (ABC).

Comment trouver la droite d’intersection de ces deux plans?
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Droites et Plavs

Exercice (Tetraedre trirectangle) OABC est un tétraddre, les droites (d1), (dz) et (d3) sont
deux a deux perpendiculaires et le point H est orthocentre du triangle ABC.

On cherche & montrer que la droite (OH) est perpendiculaire au plan (ABC).

dq
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(a)
(b) En déduire que la droite (OA) est orthogonale & la droite (BC
)

(c
(d) En déduire que la droite (BC) est orthogonale & la droite (OH

~— —

Mountrer que la droite (BC) est perpendiculaire au plan (OAH

~

2/ Montrer de méme que la droite (AB) est orthogonale & la droite (OH).
3/ En déduire le résultat cherché.
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CHAPITRE

Cimites

c | B o |
JANS le chapitre d’analyse précédent, nous nous somme familiarisés avec les notions de
limite et de convergence d’une suite numérique (u,)nen. Sil’on se rappelle qu’une suite
n’est qu’une fonction & valeurs dans N définie par le schéma :

u: N R |

n Up,
on va pouvoir aisément prolonger ces notions & une fonction f de la variable réelle :

f: R——R

z flz)

En effet, une suite n’étant correctement définie que si tous ses termes le sont pour des valeurs
finies de n, le comportement asymptotique n’est alors a étudier que pour des valeurs « grandes »
de n. Seule nous restait ’étude de lim u,, lorsque n — +o0.

Le tableau ci-dessous illustre les 3 cas de figure rencontrés :

U, nll)r_{loo Up, = F£00 nll}r}_loo Uy =4 nll}r}_loo Uy, n’existe pas
1 2 -1)"+3
O ik el uy = T30 w = 1
T ntd ntvn Up+1 = —Un
N ou ou
ou
uyg = 1 uyg = 1
1 2 Uy, = SiNNn
Upt1 = ZUp+n—2 Upt1 = 7 |Un+ —
3 2 Un
Pour une fonction f, nous gagnons en dimensions :
» x tout d’abord appartient & R =] — 0o ;+00 [ tout entier et pas seulement a N : on pourra
regarder xkrfwf(x), %g% f(z) avec a € R ou IEIPOO f(x)
» f(z) ensuite, peut prendre, elle aussi, toutes les valeurs de R =] — 0o ; +00 | : on aura alors

lim f(z) = —o0, lim f(z) = b € R ou lim f(x) = 400

» Et, bien siir, nul n’a jamais dit que ces limites existaient toujours!

Le tableau résumant le travail de ce chapitre devient alors :
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flz) — o0
y=f(z)
8 b; 400
T b
s .
1
4 T
a 15 +00
y=[f(x) i y=f(z)
S Jbi4o0] (=)
T b—cibre[ 2 (@)
8 el 0
— e
4t .
Ja—dsa+al * 0 —asa+a v
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B Limite a Pinfini

Commencons en prolongeant les résultats sur les suites :

I.1 Limite finie a ’infini

Comme pour les suites, on a :

Definition |
Dire qu’une fonction f a pour limite £ en +00, signifie que tout intervalle ouvert contenant

¢, contient toutes les valeurs de f(z) pour x assez « grand ». On note alors :

lim f(z)="¢.

T—r+00

Ve e R:,Jafe) eR/VzeR, z>a = f(x) el —e;l+¢]

{ Applications page 59 ,Maths Repére,Hachcttc}

Corollaire | (Conséquence graphique)

y
La droite d’équation y = ¢ est alors asymptote (horizontale) a la courbe représentative
de f.
- . Lo 1 1 1 o
bxeMPle ): Les fonctions de référence © —— —,  —— — et x — —= ont des limites nulles en +oo
T " VT

et, pour les deux premieres nulles en —oo

Leurs courbes admettent alors ’axe des abscisses comme asymptote horizontale.

{ Exercices 41, 44 et 46 page 89 ,Maths Repére,Hachcttc}

Remargue: Dire que lim f(z) = £ est équivalent de dire que lim f(z) — £ = 0. Cette derniére
€T o x o

expression représente, au signe pres, la distance entre la courbe et son asymptote : a l'infini, la

courbe représentative se rapproche infiniment de son asymptote.
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Méethode | (Position relative d’une courbe et de son asymptote)

Soit f une fonction et y = ¢ I’équation de son asymptote horizontale (2).
Pour étudier la position relative de €y et de (Z) en +oo, il suffit d’étudier le signe de
f(x) — £ sur un voisinage |a ;400 [ de celui-ci.

! “ o +00
Signe de N : B
f(z) —¢
Position de
€ et (2) ¢y au dessus de (2) %r au dessous de (2)

Remargue.: : Si I'équation de () est y = az + b, on étudiera le signe de f(z) — (az +0b).

Exercice résolu 5 page 78

,Maths Repére, Hachette
Exercice 45 page 89  VIALNS TLEpere, Lacette
1.2 Limite infinie a ’infini

De la méme maniére, on a :

Defivition 2

Dire qu’une fonction f a pour limite +00 en 400, signifie que tout intervalle ouvert de
la forme |b;+oo[ ', f € R, contient toutes les valeurs de f(z) pour x assez « grand ».
On note alors :

li = .

Ve eRY,Jafe) eR/VzeR, z>a = f(z)€]B;+o0].

Ty:f(l')

N

1. On peut aussi le considérer comme un voisinage de 'infini.
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On définit de maniére analogue lim f(x) = —oo, lim f(z)=4occet lim f(z)=—c0.
T—r+00 T——00 T——00

R&MAV‘%)&S:

» Cela implique que la fonction f n’est pas majorée.

» Il n’y a pas d’asymptote & la courbe en général. Quand viendra le temps, on parlera de
direction asymptotique ou d’asymptote « oblique ».

ExeMPle 2: Les fonctions de référence x — x, z — 2™ et x — \/x ont pour limite 400 en +oo.

400, sin est pair,

La fonction de référence x — =™ a pour limite . . .
—00, sl n est Impair.

Y tiny2 +
3T tinyl +

_— —.—>
tinytinyl r

— tiny —2 +

r— 2" pour n =2, 4, 6, 8.
r— " pourn=1,3,5,7.

Applications page 61 ,Maths Repére, Hachette}

Remargue: Une fonction peut tendre vers +o0o en +oo de plusieurs fagons. On parle de vitesse
de divergence différentes. C’est le cas par exemple des fonctions suivantes :

> tend « rapidement » vers I'infini.
La concavité est tournée vers le haut.

» ¢ — x tend « moyennement » vers l'in-
fini. Pas de concavité

» = — /7 tend « lentement » vers l'infini.
La concavité est tournée vers le bas.
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Ces simples informations sont importantes puisqu’elles nous permettront de conjecturer certaines
limites. Une fonction rapide sera prépondérante sur une fonction lente en I'infini donc pourra y
imposer sa limite.

On en verra d’autres qu’il faudra classer parmi celle qu’on connait déja.

Pour l'instant, en 400 :

[ Vrai ou faux ? 10 et 12 page 87 , Maths Repére,Hachette}

1.3 Limites des fonctions de référence en ’infini

Le plus simple pour ne pas faire d’erreur, c’est jg
de bien avoir en téte ’allure des courbes repré-

. . 7172 . 2
sentatives de ces fonctions élémentaires “. On
ne se préoccupe ici que de ce qui se passe dans
un voisnage de =£oo.

N

AN

N

MAN

A

xRt

f@ ] m S Jim J@ %
n +00 si n pair g
T +00 Lo . K
—0o0 si n impair / // —
R ——
— 0 0 /’ 7,
x i / — %, n impair
NZA +00 non défini
y — i, n pair
! 0 défini / "
— non
\/E sinz / — ", n pair
sin x pas de limite pas de limite
m— ", n impair
—_— Vz
1
[ Exercices 30 et 31 page 88 ,Maths Repere, Hachcttc} P / — %
7,

2. On les cotoie depuis la seconde quand méme!
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m Limite en un point

C’est ici que les fonctions montrent leurs différences avec les suites :

II.1 Limite infinie en un point

Defivition 3

Dire qu'une fonction f a pour limite +o0o en a, signifie que tout intervalle de la forme
|8 ; 400 [ contient toutes les valeurs de f(z) pour z assez proche de a, c’est a dire pour
les = d’un intervalle ouvert contenant a. On note alors :

lim () = +oo.

VBeR,Ja(e) eRL /VzeR, z€la—asa+a[= f(x)€|f;+]

On définit de maniere analogue %g% f(x) = —o0 et on parle alors de la limite de f en a.

Corollaire 2 (Conséquence graphique)j

La droite d’équation z = a est alors asymptote (verticale) a la courbe représentative
de f.
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Ee.MM‘%)e: Lorsque la limite en a n’existe pas, on peut aussi définir les limite & gauche et a
droite de a.

On notera alors :

Limite a gauche : lim f(z) = +oc ou encore $li>r£17 f(z) = +o0.
r<a

Limite & droite : lim f(z) = 400 ou encore lim f(z) = +o0.
= i

D’une maniére générale, il est clair que 1i£n f(z) existe si et seulement si lim f(z) = lim f(z).
r—a

r—a
rz<a r>a
Exemple 3:
. 1 .
» La fonction 2 —— — a pour limite +o00 en 0
x
. , . o1 1
» La fonction n’a pas de limite en 0 mais lim — = —oo et lim — = +o0.
12 =k
xr x

Applications page 63

. , Maths Repére, Hachette
Vrai ou faux ? 13 page 87 aths epere, Lacaette
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I1.2 Limites des fonctions de référence en 0

Comme précédemment, les courbes représenta-

\

tives bien en téte, on se concentre sur ce qu’il

lim f(x) lim f(x) / ,,/////_

z—0 x—0
z>0 z<0 g 7 7
/ ) n impair :
/ 022222
i‘ n pair
/ e
+ d,ﬁ . sinx / 2" n V
0.9 non denni
% 7
2", n impair ),

=

—
8

~—

400 si n pair

—+00 . . .
—00 sl m lmpair

se passe au voisinage 0.
Xk
_

SSEE

[ Exercice 40 page 89 ,Maths Repére, Hachcttc}

I1.3 Limite finie en un point

On empiete ici sur le chapitre suivant en abordant la notion de continuité d’une fonction en
un point.

Defivition 4

Dire qu’une fonction f a pour limite b en a, signifie que tout intervalle ouvert contenant
b contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de a, c’est a dire pour les z
d’un intervalle ouvert contenant a. On note alors :

lim f(z) =b.

r—a

Ve e R ,Ja(e) eR} /VeeR, z€la—asat+a[= f(x)€lb—e;b+e]
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Quand cette limite existe et coincide avec f(a), on dit que f est continue en a. Graphiquement,
cela signifie que ’on ne « léve pas le crayon » autour de f(a). La courbe n’a pas de discontinuité.

Exemple 4:

sur tout leur ensemble de définition.

de part et d’autre de ’axe des ordonnées.

E Opérations sur les limites

II1.1 Somme de fonctions

» Les fonctions carrée, cube, racine, toutes les fonctions polyndémes, les sinusoides sont continues

» La fonction inverse n’est pas continue en 0. Sa représentation graphique est donc en deux parties,

Si f a pour limite 14 L 14 +00 —00 +00

Si g a pour limite A +00 —00 +00 —00 —00
.. ’ Forme

alors f + g a pour limite C+ 70 +00 —00 +00 —00 | | dster.

1
» Limite en 400 de la fonction f, définie sur R* par : f(z) =2+ 3 + —.
z

Iim z+3 = 4o
T—~400
Iim — = 0
r—+oco I

PArZZe Jim f(z) = +oo.

r—r-+00

» Limite en 400 et —co de la fonction f, définie sur R par : f(z) = 22 + z.

lim :L‘2 = +ij par somme
rroo — lim f(z)= +oc.
Iim 2 = 4o z—>+00
r—+00
. 2
xk@wx = fx Le théoreme sur les sommes ne peut nous aider a
im £ = —o© conclure ici. ..on factorisera plus tard.
| 1 factoris lus tard
Tr—r—00

Exercice 49 page 90 ,Maths Repere, Hachette}
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IT1.2 Produit de fonctions

L
Si f a pour limite l 07& 0 o0
Si g a pour limite A 00 00 00
.. / Forme
alors f X g a pour limite Ixl | o Indéter.

» Limite en —oo de la fonction f, définie sur R par : f(z) = 22 + z.

Comme pour les suites, on va factoriser par la forme prépondérante en —oo pour pouvoir
conclure :

f(m):xQ—i—x:xQ(l—i—é).

lim 2?2 = +o0 duit
T——00 par produi lim f(x) = +o0.
lim 1+—- = 1 T——00
r——00 x

Exercice résolu 1 page 74 ,Maths Repére,Hachette}

» Limite en +oo de la fonction f, définie sur R, par : f(z) = = + /.

Ici aussi le théoreme sur les sommes de limites est impuissant. . . on factorise par la forme
prépondérante en 400 :

f(x)zx%—ﬁzx(l%—%).

lirf r = +00 y
T—+00 par produit .

= lim T) = 400.
lim 1+— =1 T—+00 f( )

r—>+00 \/E

1
» Limite & droite en 0 de la fonction f définie sur R* par : f(z) = —sinz.
T

111%1+ 7 +00 Le théoreme sur les produits ne peut nous aider
x_> \ . . . A .
limsint = 0 a conclure ici. . .il faut étre plus malin.

z—0

Comme la fonction & — sin z est dérivable en 0 et comme sin0 =0, on a :

. 2 — sin 0
S lim Smr = smu (sin),(O) =cos(0=1.

z—=0 I x—0 x—0

{ Exercice 50 page 90 ,Maths Repére, Hachcttc}

3. Appliquer la régle des signes d’un produit.
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II1.3 Quotient de fonctions

Si f a pour limite l ¢ O> ¢ O> 0 14 00 00
. . 0+ T _ /
Si g a pour limite 0 0 0 0 00 L 00
alors f a pour limite £ 400 | —oo | Forme 003 | Forme
9/ nen Y Indéter. Indéter.

[ Exercice 51 page 90 , Maths Repére,Hachcttc}

20 — 1
» Limite en —2 de la fonction f définie sur R\ {—2} par : f(z) = m+ 5
T
On a le tableau de signes de x + 2 sur R :
T —00 -2 +00
T+ 2 — 0 +
lim 2x—1 = -5
=2 , lim f(x) = —o0,
lim z+2 = 0+ par quotient ., o+
z——2+ lim f(z) = +o0
lim z4+2 = 0" T——2"
T——2"
= RO A 1a regle des signes!!!
. . o 20 +1
» Limite en —oo de la fonction f définie sur R\ {—2} par: f(z) = B2
x

Comme le numérateur et le dénominateur tendent vers l'infini en —oo, nous avons une

. 1 ., 0 . . , .
forme indéterminée —. On factorise donc par les parties prépondérantes :
00

PO e i e G,

= = 5 7\
3z +2 3,25(1+—) 3(1+—)
3x 3x

. 1
lim 2(1+—> = 2

T——00 €z par quotient . o 2
2 — i f@) =3
lim 3 (1 + —> = 3
T——00 3x

Exercice résolu 2 page 75

Vrai ou faux? 14 et 15 page 87 »Maths Repére, Hachette
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» Limite en +oo de la fonction f définie sur R, par: f(z) = vV +1 — /z.

Le théoreme sur les sommes de limites et la factorisation sont impuissants. ..on utilise la
forme conjuguée pour lever I'indétermination :

B  Wrrl-Vr) (Ve +1+V2) 1
f@)=ve+l-va= NCES BN T

Jim VT4V =400 2L Y f(z) = 0.

r—r-+00

Exercice résolu 3 page 76
Applications page 65
Exercices 32 et 33 page 88
Exercices 56 a 58 page 91

, Mlaths Repeére, Hachette

I11.4 Conclusion

11 existe donc quatre formes indéterminées (comme avec les limites de suites) ou les opérations
sur les limites ne permettent pas de conclure.

Dans les cas d’indétermination, il faudra chercher a mettre le terme de plus haut degré en
facteur (pour les polynoémes et les fonctions rationnelles), a simplifier, & multiplier par la quantité
conjuguée (pour les fonctions irrationnelles), a utiliser un théoréme de comparaison, a effectuer
un changement de variable, ...

[ QCM 1 & 6 page 86 ,Maths Repére,Hachette}

Limite d’une fonction composée

IV.1 Composée de fonctions

Defivition S

Soit f une fonction définie sur un ensemble I et g une fonction définie sur J tel que
f(I) C J. On appelle composée de f par g la fonction, notée g o f, définie sur I par

(g0 f)(x) = glf(x)].

gof: I — f(I)CcJ r— R

Cette notion n’est pas vraiment nouvelle. Seule la formalisation I'est. En effet, la fonction définie

par (z 4+ 1)? était déja une composée. Celle de z szt leta a2,

Ee.MM‘%ue: La condition f(I) C J, ne doit pas effrayer. Il est bien nécessaire que la fonction g
soit correctement définie donc que f envoie I dans un sous-ensemble du domaine de définition
de g.

‘= VaplelVl La composition n’est pas une opération commutative :

(g0 /@)= (x+17 £ 2> +1= (f og)(a).
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ExeMPle S: Soient f, g et h les fonctions définies par :

1
f@) =2, g)=t et h(x)=Va
-

1+,’.E 2 2
- (Fog)@) = (577) > (hog)x)=[/52 . <fogoh><x>=<;+ﬁ).

1+2? 1+ 1+2?

> (gOf)(x)ZQ_x2. > (gOh)(x)_Q,ﬁ » (hogo f)(z) = 53
Exercice A Daide des fonctions élémentaires 22, \/z, —, cosz, ...décomposer les fonctions définies

par

1 ) s l(z) = Va2t a1
Jr

IV.2 Limite d’une fonction composée

Les calculs précédents s’étendent facilement aux limites qu’elles soient finies ou infinies. C’est
ce qu’exprime le théoréme suivant :

Soient deux fonctions f, g et trois réels finis ou infinis a, b et c.

Si lim f(z) = b et lim g(z) = c alors lim g[f(z)] = c.
r—a r—b

T—ra

Rien de compliqué la-dedans. Le théoréme indique simplement que g(f(z)) tend vers g(b) si
f(z) tend vers b quand x tend vers a.

|— Prewve: Démontrons ce théoréme dans le cas a et ¢ finis et b = +o00, par exemple.
S

oit € € R} et |c —e;c+ e[ un voisinage ouvert de c.
Comme lin})g(z) =c¢,JAe)eRtelque VX eR, X > A = g(X)€lc—¢e;¢c+¢].
z—
Or, liLn f(x) = b(= +00), c’est-a-dire, qu'il existe v € R} tel que z €la —a;a+ o[ = f(z) €]A;+o00]
(ie) f(x) > A.

Conclusion, 3o € RY tel que Vz € R, z €Ja — a;a + o[ entraine f(z) > A puis g(f(z)) €lc —e;c+¢].

. , . _ 4
On a bien montré que ;%g(f(z)) =c I

4. Cette démonstration n’est pas au programme mais c’est un bon exercice de formalisation, de compréhension
et de vérification que les définitions sont claires dans votre téte.

82 F.PUCCI




Théme: Droites et Plans

Terminale S - Test n° 2

QCM 7 page 86

Applications page 65

Exercice résolu 8 page 82 (Q.1 a 3) ,Maths Repeére, Hachette
Vrai ou Faux ? 11 page 87

Exercices 61 et 62 page 91 J

Tr—r+00

r——00

Exevcice Déterminer les limites suivantes :

. 1
1/ lim h(x) avec h(z) =1/2 + % 3/ iingl(z) avec I(z) = o
x

2/ lim k(z) avec k(x) = cos (

>' 4/ lim m(x) avec m(z) = 1

1+ 22 2—a)2

Correction:

1
1/ S’il est nécessaire, on peut poser f(z) = 2+— et g(z) = V. On reconnait alors h(z) = (go f)(z).
x

2/ En plus rapide :

1
lim 24+ — = iti
pam . =+ 2 par coggsztwn lim h(l‘) _ \/5

lim vz = 2 z+00
r—2

lim T 5 = 0 par composition .
limcosz = 1 rTee
x—0

1
3/ Comme 2 — z tend ver 0 en 2 et que I'on compose apres par la fonction —, il faut se méfier du
T

signe dans ce cas la :

z | —co 9 +00 Avec les conventions de notations :
9 _ lim 2—z = 0F
0 r—2~
z et
lim 2—x = 0
r—2t
On obtient alors :
lim 2—-2 = 0
z—>2*' 1 par composition lim l(x) — Jo0,
lim — = 40 r—2~
z—0+t X
et
1im+ 2—x = 07
2 iti .
T— par composition lim l(x) - .
lim — = —o0 z—2+
r—0— T

4/ Ici, malgré la difficulté apparente, lim (2 —2)* = lim (2 —2)? = lim (2 — 2)? = 0.

T2~ z—21 T2
D’ou :
lim(2—-2z)? = 0F .
r—2 par composition .,
1 = lim m(z) = +o0.
lim — = +o0 T2
z—0t T
Exercices 63 a 68 page 92 , Maths Repeére, Hachcttc}
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IV.3 Composée d’une suite par une fonction

Les deux théoremes suivants sont de simples corollaires du théoreme précédent. Leurs applica-
tions sont cependant loin d’étre triviales. Nous en verrons quelques exemples.

r—{corollA,im ) (Limite d’une suite explicite)} .

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A;+o0] et la suite (up)nen
définie par u,, = f(n) pour tout entier naturel n > A. Soit ¢ un réel fini ou pas.

Si xgrfoo f(z) = ¢ alors nglfoo Wy — Lo

Rien & démontrer ici. C’est la définition de lirf f(x) = ¢ en remplacant x par n’
T—r+00

- . . o /3 2
bxeMPle b: Soit (uy)nen la suite définie sur N par u, = ::—1 .

. 3n+2
Comme lim
n—+oo n+ 1

=3 et lim v/ = 3, on a aisément lim u, = v/3.
x—3 n—+oo

Corollaire 2 (Limite d’une suite récurrente)}

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et (uy,)nen une suite dont tous les termes
appartiennent a I. Soient a et b deux réels finis ou non.

Si nll)rfoo un = a et lim f(z) = b alors nll&loo f(up) =b.

|— Prewve: Encore un bon exercice de formalisation. On le fait par étapes :

» Soit Jj, un voisinage ouvert quelconque de b".

» Comme lim f(z) = b, il existe un voisinage I,, dépendant de .J, ouvert de a tel que :
xr—ra
VXeR Xel,NI = f(X)eE .

» Or, lim wu, =a (ie) , il existe un rang ng(l,) € N tel que :
n——+4oo

VneN, n>ny = u, € I,.

» Conclusion, n > ng entraine u,, € I, puis f(un) € Jp.
On a bien prouvé que :
lim f(u,) =0

n——+4oo

—

Cet énoncé est la base d’un théoréeme fort des suites récurrentes définies par uy,4+1 = f(uy,). En
effet, si u, — ¢, ¢ fini, alors u,+1 — £. Le corollaire précédent permet donc d’écrire :

lm wu, = lim  f(u,) = f( lim un>

n——+oo n—-—+oo

5. Comme R est archimédien, pas de soucis.
7. de la forme |b —e;b+ e[ ou |8 ;400 [ suivant que b est fini ou non.
7. de la forme Ja — a;a + a[ ou Ja; +00 [ suivant que a est fini ou non.
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C’est le premier théoréme d’interversion de limites que vous voyez. Ceci a des implications fortes !

Imaginons que, tout naturellement, on ait limz f(z) = f(£). On obtiendrait alors un moyen
T—

efficace de trouver la limite d’une suite récurrente a l'aide de la relation u,+1 = f(u,) que 'on
ferait « passer a la limite » :

0= f(0).

U = U
n+1 = f(un) D oo

La limite cherchée est alors nécessairement une solution de I’équation f(¢) = £.

Nous y reviendrons plus avant dans le futur chapitre d’analyse car, pour I'instant, rien ne nous
assure que limz flz)=f)m
Tr—r

Exemple T:

Soit (un)nen, une suite définie par récurrence par Flun)

. , , n
une fonction dont est tracée la courbe représenta- $
tive ci-contre. N)_//

Les termes de la suite semblent converger vers le
point d’intersection de &y et la droite d’équation
y =, un « point fixe » de f.

On verra "que c’est un fait général.

Un

{ Exercice 132 page 102 , Maths Repére,Hachcttc}

Exercices 129 et 131 page 102
Exercices 133 a 135 page 103

,Maths Repere, Hachette]

Théorémes de comparaison

Proposition | (Limite et ordre)

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I =]a ;400 [.
Si,Vz eI, g(z) < f(z),si lim f(x)=~Fet lim g(x)=/¢ alors £ <.
T—+00 T——+00

En gros, si des fonctions sont dans un certain ordre, alors leurs limites sont dans le méme ordre.

8. et on démontrera!
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Preuvve: Supposons, par I'absurde, que Vx € I, g(z) < f(x) avec £ > ('
_ !
[ v

osons alors, comme pour la démonstration de I'unicité de la limite d’une suite, d <

Comme lim f(z)=/et lim g(z) =/, il existe donc deux réels a(d) et ay(d) tels que :

T—+00 T—+o00
r>ar = f(z)ell—d;l+d]
Vme}’{:wag — g(@) €l —d; 0 +d]
f(x)
9(x)
______________ 1 I r | 1 | r
o ‘ L d ‘ |
v ¢ +dil—d ¢
4
2

D’ou, pour x > max(ay, a4), on obtiendrait :
glz) <l +d<l—d< f(z) = g(z) < f(x).

D’ou la contradiction et la nécessité que £ < £'. I

R&MAV‘%)&S:

» La propriété n’est pas vraie avec des inégalités strictes : g(z) < f(z) alors on ne peut pas
en déduire ¢ < ¢ mais seulement ¢ < ¢ :

1 1
Prenez, par exemple f(x) = —— et g(xz) = — qui tendent toutes deux vers 0 alors qu'il est
T T
1 1
clair que —— < —, Vz € R*.
x x

» La propriété permet de comparer deux limites, mais elle ne permet pas de démontrer
Pexistence de la limite d’une fonction.

» Cette propriété peut s’étendre a des limites quand x tend vers —oo, vers a, ainsi qu’a des
limites & gauche ou a droite. (Il suffira simplement de modifier I'intervalle de définition des
fonctions).

- )

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I =Ja;+oo | et £ un réel.

Théoréme des « Gendarmes »

Sl,‘ Vo e I, glx) < f(z) < h(z) et si xgl}rloog(x) = xgrfooh(x) = (¢ alors
g ) =4

Théoréme de comparaison
. - - _ . _ '
Si,Vz eI, g(z) < f(x) et si xll)rfoog(x) +oo alors xll)rfoof(x) +0o0
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Exercice  Enoncer les théorémes analogues en —oco et en un réel a.

Prevve:
[

héoréme des « Gendarmes » Soit ¢ € R} et |[{ —¢;{+ ¢ [ un voisinage ouvert de /.

Comme lim g(z) =f¢et lim h(x) =/, il existe deux réels ay et agy tels que :
r—+00 xr——+00

<z = l(—e<g(x)<l+te

Vxel, et

ag<zx = l—e<h(z)<l+e.

Comme Vz € I, g(z) < f(z) < h(z), si z > max(ay, az) alors £ —e < g(z) <f(x)< hiz) < L+e,

x
c’est-a-dire f(x) €)f —e;l+¢].

Donc zEr}raoof(gﬁ) =/

Théoréme de comparaison La démonstration est identique en plus simple.

Soit A € R et |A; 400 [ un voisinage ouvert de +oc.

Comme hr—? g(x) = 400, il existe une réel a tel que : Va €I, a <z = A < g(x).
T—r—+00

Comme Vz €1, g(x) < f(x), si z > « alors A < g(x) < f(x), cest-a-dire f(x) €]A;+oo].

Donc mEIJIrloof(x) = +00.

Exercices 69 a 71 page 92
Exercices 136 et 137 page 104 ’

—

Maths Repére, Hachette

Exevcice Déterminer les limites suivantes :

1/ lim 22

r—+oo I

lim =z + coszx.
—

Correction:

1/ VanR, =1 < sinz < 1, dou Vo € RY,

1 sinz 1

—— < < -

x x x
. 1 . 1 s
Comme lim —— = lim — = 0, d’apres

r—+oo I r—+00 I

le théoréeme d’encadrement, on a :

sin x
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2/ De la méme maniére, Vo € R, z + cosz <
xz+1.

m— I+ COST

Comme lim x+ 1= +o0, d’apres le théo-
T—+00

réeme de comparaison :

z—1

(0]
lim x4+ cosx = +o0. /

r—~400

{ Exercices 72 a 79 page 93 ,Maths Repére,Hachette}

[ Exercices 127 et 128 page 101 ,Maths Repére,Hachette}
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Cimite, Courbe et Asymptote

Exercice (Recommaitre uve forme indéterminvée) Pour chacune des limites suivantes, dire s’il
s’agit ou non d’une forme indéterminée et en cas de réponse négative, calculer la limite en utilisant la
propriété correspondante :

1/ lima® . 6/ lim Vi1

x40 22 +9° 10/ ili%) sinx
. 2 <
2/ Jim 2w a2
7/ hm373.
3/ lim x+ V2241 723 T+ 2211
e cosz — 1 11/ lim 2
2 — T——00 I
.ot +1 8/ lim ——.
4/ ill)% prat / #50 sing + 1

x<0
1 2 —1
1— 2 . + .
5/ lim —— 9/ Hmay/1+ 2. 12/ ilznil -1
x

e=2 T+ 3 z>0

Exercice (Encore des indétermivations) Pour chacune des limites suivantes, lever 'indéter-
mination en utilisant la méthode indiquée :

2 -2
1/ lim rhro2 (factoriser le numérateur par z — 1).
z—=1  x—1
23 2
2/ lim roSrte (factoriser le numérateur et le dénominateur par z — 1).

rz—1 ;172 -1

—-b
3/ zll)l}_loo Va2 +1— Va2 +2 <uti1iser la formule /a — Vb = h, aetd positifs).

Exercice (Limites remarguables) Le but de I'exercice est d’établir deux limites remarquables :

i —1
lim ST 1 et lim cosTT 0.
x—0 X z—0 xX
s ™ sinx
1/ Le but de cette question est de prouver que : Vz € [—5 ;0 [U}O; 5 }, cosx < < 1.
T

(a) Etudier les variations de la fonction ¢(z) = sinz — z, pour = € ]0 ; g }

(b) Etudier les variations de la fonction op(z) = sinz — x cos z, pour = € }0; g ] .

(¢) Conclure.

sin x

2/ En utilisant le théoréme d’encadrement, déduire de la question précédente que lirr%) =1.
r—r

T

.o (T
sin? ( =
. _ 9 cosx —1 (2>
3/ En utilisant la formule cos(2a) = 1 — 2sin”(a) prouver que . =-—=z
2

-1
4/ En déduire que lim ORI o
z—0 x
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Defivition b

Soit f une fonction définie sur un intervalle
de la forme |A;+oo[. On dit que la droite
d’équation y = mx + p est une asymptote
oblique a la courbe représentative de f en
400 si

lim [f(z) — (mz+p)] =0.

T——+00

Exercice (Asymptote obligue) On considére la fonction f définie par :

-2+ r+2
fl@)=—F—F—.

T4 —x—2

On appelle s la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé.

a) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f.

b

1/
Etudier ses limites aux bornes de cet ensemble.

b

()
(b)
2/ (a) Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f est dérivable puis calculer sa dérivée.
(b) En déduire les variations de la fonction f.

(a)

Montrer que la droite (2) d’équation y = x est une asymptote oblique & €5 en +oo.

3/ (a
(b) Etudier la position de €} par rapport & (2).

4/ Construire €y en faisant apparaitre ses asymptotes ainsi que ses tangentes horizontales.

Exercice (Etuvde de fouction. .. Effectuer 'étude compléte de la fonction f définie par :

227 — Tz +8
o xr—2

f(x)

b)
c’est-a-dire :

Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f.

1/ (a
(

Etudier ses limites aux bornes de cet ensemble.

Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f est dérivable puis calculer sa dérivée.

2/

)
)
(¢) En déduire 'asymptote verticale & la courbe représentative et donner son équation.
)
) En déduire les variations de la fonction f.

2
3/ (a) Montrer que f(z) =2z — 3+ 3

T —
(b) En déduire que € admet une asymptote oblique (2) dont on donnera 1’équation.

(c) Etudier la position de €} par rapport & (2).

4/ Construire la courbe représentative de f en faisant apparaitre ses asymptotes ainsi que ses
tangentes horizontales.
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Exercice (Courbes et fonetions) Associer & chacune des fonctions suivantes sa représentation
graphique choisie parmi les courbes ci-apres.

21 -1 1
»f(z):zx . > h(@) = —. > m(a) =a’ - -
a2 —1 x—1 1
» g(x) = o > k(z) = — >n($):x2—§.

\ Y / g I Y

H 2 [ /
1/ 3/ I 5/ f

2/ ’ 4/ 6/ P
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Cimites

r—> 0

y=[f(x)

Y — ( est asymptote

lim f(x)= +o0 <= tout intervalle ouvert de la forme |b; +o0 [,
r—+00 .
B € R, contient toutes les valeurs de f(x)
pour z assez « grand ».
Ve e Ry, Jafe) eR/Vz eR, 2 >a = f(x) €]f;+o0].

lim f(z) = ¢ <= tout intervalle ouvert contenant ¢, contient toutes
T—+00
les valeurs de f(z) pour x assez « grand ».
Ve e R} ,Ja(e) eR/VzeR, z>a = f(x)ell—e;l+e]

Tr—>a

‘y:f(z)

[ est
discontinue en a

a est asymptote

a3

y=f(2)

[ est
continue en a

| ) | z

ilg}l f(x) = 400 <= tout intervalle de la forme |B;+o0]
contient toutes les valeurs de f(x) pour
x assez proche de a (ie) pour les x d'un
intervalle ouvert contenant a.

VBeR,Jale) eRL /VreR z€la—ajat+a[= f(z)€]f;+oo].

;1_% f(z) = b <= tout intervalle ouvert contenant b contient
toutes les valeurs de f(z) pour = assez
proche de a (ie) pour les x d’un intervalle
ouvert contenant a.

Ve eRY,Ja(e) eR, /VreR z€la—aja+a[= f(x)elb—e;b+el

lim f(z) =[] <= tout intervalle ouvert contenant [ | contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de O (ie)

Tr—

pour les z d’un intervalle ouvert contenant O.

92
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g | _Esin pai +oc
—oo si n impair
1
— 0
xn
NG non défini +00
i non défini 0
NZ3
1
sinx pas de limite —
Inx non défini 400 / —
T g 1
€ 0 +00 prtil impair
% 0 oo — i n pair
an’
xe® 0 +00 ) R )
sinx — ", n pair
Iz non défini 0
x — T m— 2", n impair
f(x) ilgtl)f(x) ilg%f(x) —_— _—
<0 >0
1 +00 si n pair 1
n —o0 si n impair oo vz
1
7 non défini 400
v l<lhnz<vVr<z<a™<z2"<e".
Inx non défini —00
En oo seulement ! (m < n)
rlnx 0
In(z +1) 1
z gof
-1
¢ 1 /\
r f g
0 b c
Limites démontrées en cours. A SAVOIR. ;L)nlbg(f(x)) - g(ilg}l f(x))
9(x) < f(z) < h(z) :
Gendarmes | lim g(z) = lim h(z)=4¢ = zll}r}rnoo (x)=¢
T—>+00 x—-+00
, 9(x) < f(z) :
Comparaison I i giln) — tes = zll}rfoo f(z) = +o0.
T—>+00
Position relative d'uve courbe et de son asymptote :
On factorise et on étudie le signe de f(x) — ¢ ou f(z) — (ax + b).
T A ) +00
Signe de :
I 0 =
flz) —¢
Position de
% ot (2) €y au dessus de (2) : € au dessous de (2)
F.PUCCI



Terminale S - Devoir surveillé n° 3

Théme: Fonctions - Suites

Fonetions - Suites

Exercice (Retrouver l'eguation d'une courbe)  Le graphique ci-dessous représente une partie

de la courbe représentative d'une fonction homographique f est de ses deux asymptotes. On a donc

ou a, b, ¢ et d sont des nombres réels
tels que ¢ # 0 et ad — be # 0.

On admettra par la suite que l'on peut supposer ¢ = 1.

2/

3/

5/

1/ Donner le domaine de définition de f.

(a) Donner I'équation de 'asymptote verticale & la courbe.
(b) En déduire la valeur de d.

(a) Donner la limite de f en +oo.

(b) En déduire et justifier la valeur de a.
4/ A l'aide d’un point de la courbe, déterminer la valeur de b.

(a) Dresser le tableau de variations complet de f.
(b) Quel est le signe de la dérivée de f 7

F.PUCCI



Théme: Fonctions - Suites Terminale S - Devoir surveillé n° 3

Exercice (Suite komcgv-Af/-\iiueB On considere la suite (uy,)neny définie par ug = 4 et, pour tout
entier naturel n, par :

3u, — 1
Upp1 = ———
n+1 U, + 1
1/ On consideére la suite (v, )nen définie par :
1
v, =
" Up — 1

(a) Démontrer que (vy,)nen est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier
terme.

(b) Exprimer le terme général v,, en fonction de n.

(¢) En déduire le terme général u,, en fonction de n.

2/ En déduire la limite de la suite (u,)nen.

3/ Apres quelques justifications, représenter sur la courbe précédente les 5 premiers termes de la
suite (Un)nen- (Pensez a tracer la droite d’équation y = z!)

Exevrcice

SABCD est une pyramide a base carrée réguliere,
c’est-a-dire dont la hauteur est perpendiculaire &
la base en son centre O.

1/ (a) Montrer que (BD) est perpendiculaire
au plan (SAC).
(b) En déduire que (BD) et (SA) sont or-
thogonales ?
2/ On pose I, J et K les milieux respectifs des
arétes [AB], [SB] et [AD].
(a) Justifier que (I.J) et (SA) sont paral-
leles.
(b) A laide de la question (1bh), montrer

que les droites (IK) et (SA) sont or-
thogonales.

(¢) Que dire de la nature du triangle
IJK 7 Justifier.

Les mathématiques sont un jeu qu’on exerce selon des régles simples
en manipulant des symboles et des concepts qui n'ont en soi, aucune
importance particuliére.

D. Hilbert

F.PUCCI 95
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CHAPITRE

Probabilites Conditiovnvelles -
Cols discrétes

7. présent chapitre revient rapidement sur les connaissances de premiere quant a la loi
binomiale et au calcul des probabilités avant de définir les probabilités conditionnelles ainsi que
I'indépendance de deux événements.

Sommaire
............................ 97
.................................. 97
............................... 99
................................. 100
........................ 102
....................... 103
.................... 103
................................. 105
..................... 105
............. 106
................... 108
................... 109
n Probabilité (Rappels)
1.1 Généralités
Lors d’une expérience aléatoire :
» L’univers Q est ’ensemble des issues pos- é )
sibles. < €3
» Un événement A est une partie de I'univers.
x €n &
. J
» Un événement élémentaire e; est un événe- \
ment ne comportant qu’'un seul élément. 0

97



98 Chapitre 4 PROBABILITES CONDITIONNELLES - LOIS DISCRETES

» L’événement AN B (noté aussi « A et B »)
est I’événement formé des éléments de 2 ap-
partenant & A et & B.

ANB

ANB={rxe€Q/xzec Aet x € B}.

» L’événement AU B (noté aussi « A ou B »)
est ’événement formé des éléments de €2 ap-
partenant au moins & 'un des événements A
ou B.

AUB={xe€Q/xze€ Aoux € B}.
» L’événement contrajre de ’événement A est
I'événement noté A formé de tous les élé- 5
ments de 2 n’appartenant pas & A. A

A={zeQ/z¢ A} =Q\ A.

» Deux événements A et B sont dits incompatibles si AN B = (.

» SiQ = {er,e2,...,e,} et si & chaque issue e; on associe un nombre P(e;) tel que 0 <
P(e;) < 1let P(eg)+ P(e2)+...4+ P(ey) = 1, on dit que 'on a défini une loi de probabilité
sur €.

» La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires
qui le constituent.

Proposition |
Pour tous événements A et B :

> P((Z))=0et P(Q)=1.

» 0< P(A) < 1et P(A) =1— P(A).

» P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB).
(si A et B sont incompatibles alors P(AU B) = P(A) + P(B) )

» Pour une loi équirépartie :

_ N bre d’éléments de A _ Nbre de cas favorables

P(A) = = .
(4) Nbre d’éléments de 2 Nbre de cas possibles

Exercices 105 et 106 page 364

Exercice 113 page 365 , Maths Repere, Hachette

I. PROBABILITE (RAPPELS) F.PUCCI
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99

1.2 Variable aléatoire

Delivition |

Une variable aléatoire X définie sur un univers §2 est une fonction qui a chaque issue w;
associe un réel x;. La probabilité que X prenne la valeur x; est alors notée P(X = x;) ou

Di-
X: Q+—R .

Wi Ly

Proposition 2

» Définir la loi de probabilité de X, c’est donner (sous forme d’un tableau) la proba-

bilité de chacun des événements X = x;.

n
» Espérance mathématique de X : E(X) = Zpiiﬁi = Zpl XT1+ ...+ Py X Tp.
i=1

L’espérance représente la valeur moyenne que prend X si on répete un grand nombre

de fois I’expérience aléatoire.

» Variance de X : V(X) = pia — E*(X) = py x 2] + ... + pp x 27, — B*(X).

» BEcart-type de X : o(X) = 4/V(X).

que les valeurs -3 et 6.

0 aP(X76)74—3*EetP(Xff?))fl—P(XfG)fg

. - 6 27 - —Y T o
19 8 1

E(X) = -3 x — —=-_=

(X) 3><27+6><27 3

ExeMPle ): On lance 3 fois de suite un dé. Le joueur gagne 6 euros s’il n’obtient aucun 1 et aucun 2 et
il perd 3 euros dans le cas contraire. X, la variable aléatoire égale au gain du joueur, ne peut prendre

F.PUCCI
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1.3 Loi binomiale

Delivition 2

» On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience aléatoire ne présentant que deux
issues possibles (contraire 'une de l'autre).

S

1-p g

» On appelle schéma de Bernoulli toute répétition d’épreuves de Bernoulli identiques
et indépendantes.

Defivition 3 (Loi binomiale)

Etant donnés une épreuve de Bernoulli ot la probabilité d’obtenir un succés est p et un
schéma de Bernoulli consistant a répéter n fois de maniére indépendante cette épreuve.
Si on note X la variable aléatoire qui a chaque issue possible du schéma de Bernoulli
associe le nombre de fois ou est apparu un succes, la loi de probabilité de X est appelée
loi binomiale de parameétres n et p et est notée Z(n,p).

PX=k) | 1-p)® | 3p(1-p)Q°|3p*°QL-p) |p°

Proposition 3

Soit X une loi binomiale de parameétres n et p.
» Probabilité d’obtenir & succes : P(X = k) = (”) pF(1 — p)n k.
» Espérance de X : E(X) = np.
» Variance et écart-type de X : V(X) = np(1 —p) et o(X) = y/np(1 — p).

Exercices 109 et 110 page 364

,Math ere, Hachette
Exercice 114 page 365 - Maths Repére, Hac 1ette]

I. PROBABILITE (RAPPELS) F.PUCCI
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Exercice (Représevtation symétrigue) On lance 8 fois une piece de monnaie.

Déterminer et représenter la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le nombre de
« piles » obtenus.

Correction: Les 8 lancés sont & priori indépendants car la piece est lancée toujours de la méme facon.

La probabilité sur un lancé d’obtenir « pile » est de 0,5 (on suppose que la piece est équilibrée). On

obtient alors :
)0, 5F0,5% 7% = ( )0, 58.

On obtient alors le tableau de la loi de probabilité (2 107?) suivant :

8
k

8

P(Xk)( i

X

0 1 2 3 4 5 6 7 8
P(X=k) | 0,004 | 0,031 0,109 | 0,219 | 0,273 | 0,219 | 0,109 | 0,031 0,004
On obtient la représentation de la loi binomiale %(8; 0,5) suivante :
PX=£k)
0,3 + e
S BN
. N
0,2 + ’ \
U A Y
’ N
’ .
01 PR4 N
f’ \~
R —— e
1 2 3 4 5 6 7 8 9=

EeMMr%:e: Cette distribution est symétrique car la probabilité de succes est égale a la probabilité
d’échec. On constate que la loi binomiale converge vers la loi normale (courbe en cloche) comme
on le verra au chapitre suivant.

Exercice (Représevtation asymétrigue) Une urne contient 10 boules (indiscernables au tou-
cher) : 4 boules sont rouges et les autres sont noires.

On tire successivement 6 boules de I'urne en remettant la boule a chaque tirage.

Déterminer et représenter la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le nombre de
boules rouges obtenues.

Correction: Les 6 lancés sont indépendants car la boule est remise dans I'urne & chaque fois.

La probabilité sur un tirage d’obtenir une boule rouge est de 0,4 (les boules sont indiscernables au
toucher). On obtient alors :

PX=k)= (2)0 4%0,657*,

et le tableau de la loi de probabilité (2 10™?%) devient :

F.PUCCI I. PROBABILITE (RAPPELS)
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X 0 1 2 3 4 ) 6
P(X=Fk) | 0046 | 0,187 | 0311 | 0276 | 0,138 | 0037 | 0,004
On obtient enfin la représentation de la loi binomiale %(6; 0,4) :
PX=k)
0,3 4 A0
’ \
’ \
f \
0,2 + U \
A
/’ )
051+ \
/ A
N
| B LY
1 2 3 4 5 66X

m Probabilités conditionnelles

Defivition 4

Etant donnés deux événements A et B (B # ()) d’un univers €. On appelle probabilité
de B sachant A, le réel noté P4(B) tel que :

On a alors : P(ANB) = P(A) x P4(B)

Pa(B) = L

(AN B)
P(A) -

P(B) x Pg(A).

La probabilité de B sachant A correspond a la part de B dans A, c’est a dire la part hachurée,
AN B, dans ’ensemble A qui devient pour un temps le nouvel univers des probabilités.

On a alors : ( )
Nombre d’éléments de AN B
Ps(B) =
A(B) Nombre d’éléments de A
_ Nombre d’éléments de ANB " Nombre d’éléments dg¢ Q2
~ Nombre d’éléments de Nombre d’éléments d¢ A
1
=P(ANB) x .
(A0B) x5 N y
Applications page 331 R ;
Exercices 26 a 36 page 352 »Maths Repére, Hachette
II. PROBABILITES CONDITIONNELLES F.PUCCI
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I1.1 Formule des probabilités totales

Proposition 4

Si Ay, Ag, ..., A, forment une partitions de © (2 & 2 incompatibles et leur union forme
2), alors pour tout événement B, on a :

P(B)=P(A,NB)+...+ P(A,NB) = P(A;) x Pa,(B) + ...+ P(A,) x P4 (B).

Q

Exercice 41 page 353 , Maths Repére,Hachette}

Re.MA'V-%)Q: Dans la plupart des cas, on utilise (" )
la partition A et A.

ANB — |
ANB
B=(ANB)U(ANB). G J

Dans un arbre pondéré, par exemple, le nombre n d’ensembles formant une partition donne le
nombre de branches issues d’un noeud .

11.2 Représentation par un arbre pondéré

Le cas le plus fréquent correspond & la partition la plus simple A et A. Si on connait les probabilité
de B et B par l'intermédiaire de A et A, on a I'arbre suivant :

» Le produit des probabilités inscrites sur chaque branche d’un chemin donne la probabilité
de l'intersection des événements placés sur ce chemin.

P(A) x P4(B) = P(AN B).

» La somme des probabilités inscrites sur les branches issues d’un méme nceud est égale a 1
(loi des noeuds).

Pu(B) + P4(B) =1.

1. Voir juste apres.

F.PUCCI II. PROBABILITES CONDITIONNELLES



104 Chapitre 4. PROBABILITES CONDITIONNELLES - LOIS DISCRETES

» La probabilité d’un événement F est la somme des probabilités des chemins qui aboutissent
ak.

P(B) = P(ANB)+ P(AN B) = P(A) x Po(B) + P(A) x P(B).

Applications page 333

,Maths Repeére, Hachette
Exercice résolu 3 page 346 ’ aths mepere, Hacuette

Methode |

Pour calculer des probabilités conditionnelles, on peut :
» Utiliser un arbre pondéré.
» Utiliser une partition de 'univers et, en particulier : Q = AU A

P(B)=P(BNA)+ P(BnA)
= P4(B) x P(A) + Pz(B) x P(A).

{ Exercice 119 page 366 ,Maths Repére,Hachcttc}

ExeMPle 2: Dans un pays, il y a 2% de la population contaminée par un virus. On dispose d’un test
de dépistage de ce virus qui a les propriétés suivantes :

» La probabilité qu’une personne contaminée ait un test positif est de 0,99 (sensibilité du test).

» La probabilité qu’une personne non contaminée ait un test négatif est de 0,97 (spécificité du test).

On fait passer un test a une personne choisie au hasard dans cette population. On note V' I’événement
« la personne est contaminée par le virus » et T I’événement « le test est positif ».

II. PROBABILITES CONDITIONNELLES F.PUCCI
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o
ENE

0,99 T 1/ Quelle est la probabilité que le test soit po-

sitif ?
P(T)=P(TNV)+P(TNV)
=0,02 x 0,99+ 0,98 x 0,03
= 0,0492.

2/ Quelle est la probabilité que la personne soit
contaminée sachant que le test est positif ?

P(TNV)  0,02x0,99
P(T)  0,0492

Pp(V) = =0,4024.

/\ /\

N

0,97

[ Exercice résolu 1 page 343 Maths Repére, Hachette

Exercices 43 a 48 page 354 ’

Exercices 92 et 93 pages 358 et 359
Exercices 100 a 103 pages 362 et 363 ,Maths Repeére, Hachette
Exercice 1. page 369

E Indépendance

II1.1 Indépendance de deux événements

Deéfivition S

Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si :

Pu(B) = P(B) <= P(ANB) = P(A) x P(B) et P(A) # 0.

On dit que les événements sont indépendants car qu’importe que I’événement A soit réalisé ou
non, la probabilité de B ne dépend pas de A.

Vrai ou faux 17 et 18 page 351

Maths Repére, Hachett
Exercices 53 a 58 page 355  VIALAS SEpere, Liacionte

Proposition S

Si les événements A et B sont indépendants, alors il en est de méme pour :

1/ Aet B. 2/ Aet B. 3/ Aet B.

F.PUCCI III. INDEPENDANCE
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ROC

1/ Comme A et A forment une partition de I'univers Q, P(B) = P(ANB)+P(ANB).
Or, A et B sont indépendants (ie) P(AN B) = P(A)P(B).
D’ott P(B) = P(A)P(B) + P(AN B) (ie)
P(ANB) = P(B)(1 - P(A)) = P(B)P(A).
A et B sont donc indépendants.

2/ La démonstration est analogue en échangeant les roles de A et B.

3/ D’aprés (1) A et B sont indépendants. Puis, d’apres (2), A et B sont indépen-
dants.

Applications page 335
QCM 111 page 364 , Mlaths Repeére, Hachette
Vrai ou faux 113 page 365

Methode 2 (Montrer que deux événements sont indépendants ou pas ... )

» On calcule séparément P(AN B) et P(A)P(B).

» Suivant I’égalité ou non, on conclue & I'indépendance ou non.
{ Exercice 119 page 366 , Maths Repére,Hachcttc}

1I1.2 Indépendance deux variables aléatoires discréetes

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur le méme univers €) et telles que,
pour chacune d’elles :

X(Q)={z;/ieN,1<i<n} et Y(Q) ={y/jeN 1<j<p}

— Covollaire .

X et Y sont indépendantes si, et seulement si

P((X — $z) N (Y = yj)) = P(X = J/‘@) X P(Y = yj)? v ‘3217

Exevrcice  On tire au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes.

On appelle X la variable aléatoire qui vaut 1 si la carte tirée est rouge et 0 sinon et on appelle Y la
variable aléatoire qui vaut 1 si la carte tirée est une figure et 0 sinon.

Démontrer que les variables X et Y sont indépendantes.

III. INDEPENDANCE F.PUCCI
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Correction: Les lois de probabilité des variables X et Y sont :

X 0] 1 Y 0 1

1 1 20 5 12 3

PE=m) 1515 PO=u) % =5 |25
. P(X=0)x P(Y=0) = — et PUX=0}n{Y=0}) =2 -2
16 32 16
s P(X=0)x P(Y=1) = 2> et PUX =0} {¥ =1}) = > = 2
16 32 16
s P(X=1)x P(Y=0) = > et PUX =1} A{¥=0})= 2_ 2
16 32 16
s P(X= 1) x P(Y=1) = > et PUX=1}n{Y =1}) = & = 3
16 32 16

On en conclut que les variables X et Y sont indépendantes.

Exercices 59 et 60 page 355 , Maths Repére,Hachette}

F.PUCCI III. INDEPENDANCE



Fiche 0°3: Probabilités Conditionvelles

Pour une loi équirépartie :

B Nbre d’éléments de A B Nbre de cas favorables

P(4) = Nbre d’éléments de Q  Nbre de cas possibles
( ) ANA=() = A et A sont incompatibles.
» P(0)=0et P(Q) =1.
» 0< P(A) < let P(A)=1- P(A).
\ ) » P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
\ si A et B sont incompatibles alors
P(AUB) = P(A) + P(B).
Q

A et A forment une partition de A —> B=(AnB)U (AN B)
P(B)=P(ANnB)+P(AnB).

_ P(AnB)

PalB) = =pra

—

— P(ANB) = P(4)
= P(B)

Pa(B)

X PB(A)

A et B indépendants <= A et B indépendants <= A et B indépendants
<= A et B indépendants

C{y PT/ o ER N P(B): PUANE) + P(A " B)

" =P(A) x Pa(B)+P(A) x P5(B).

108 F.PUCCI



Fiche n°4: Variables aléatoires diseretes

Variable aléatoire sur Q : X: Q —— R

Wi Zi
Loi de probabilité de X -.
> X Z;
PX =) | pi
> Epreuve de Bernoulli : expérience

aleatoire ne presentant que deux issues
possibles dont l'une, S, appelée succes,
est de probabilité p.

Schéma de Bernoulli de

inétition d
parametre n et p : répétition de n

epreuves de Bernoulll identiques et indé-
pendantes de parametre p.

.
E(X) =Y piz
=1
V) = Y pi(ai - BX)’
=il
= 3 p? - B(X)
=1
o=V
v S
{ _
2 S
X 0 1
P(X =k) 1-p P

n répétitions

(" La loi de probabilité de X associant le nombre de succes dans un schéma de Bernoulli a n
répétitions suit la loi binomiale de parametre n et p : X ~» Z(n ; p).

[Probabilité d’obtenir k succes :

P(X=k) = (Z)pk(l -p)" "

E(X) =np
V(X) =np(1 —p)
o(X) = y/np(1 —p)

\

Deux variables aléatoires X et
Y sont indépendantes

F.PUCCI
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CHAPITRE

Contivvite

EC ce chapitre, I’analyse réelle finit de s’étoffer en terminale S. Prennent ici tout leur
sens, le lien entre les suites et les fonctions ainsi que le réle d’une nouvelle notion,
- souvent cachée ou passée sous silence jusqu’ici : la continuité.

Un théoreme doit attirer tout particulierement votre attention, celui des valeurs intermédiaires
et ses premieres conséquences fondamentales. Commengons !

Sommaire

111
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n Continuité

1.1 Limite finie en un point

Defivition |

Dire qu’une fonction f a pour limite b en a, signifie que tout intervalle ouvert contenant
b contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de a, c’est a dire pour les z
d’un intervalle ouvert contenant a. On note alors :

lim f(z) =b.

T—ra

Ve e R} ,Jale) eRL /VzeR, z€la—asat+a[= f(z)€lb—e;b+e]

y=f(x)

Applications page 67
Math ¢ Hachett
Exercice 80 page 93 ' aths Repeére, Hachette

E&MAV‘%)&: Parfois la fonction f n’admet pas une limite en a, mais admet une limite & droite et
une limite a gauche. C’est le cas de la fonction partie entiere E.

EX&MPI& I (Ca fonetion partie entiere):

&
B3|
N

Une propriété de R est que : Vo € R, In € Z tel
quen<z<n+l.

S

w

La fonction partie entiere E : R —— Z est alors

définie par E(z) = n. 9
;
» lim =1,
T2~ -2 -1 2 4

i N

» mais lim = 2.
r—2t

I. CONTINUITE F.PUCCI
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"= VAROV)  Certaines fonctions n’ont méme pas de limites en un point.

Considérons la fonction f définie sur R* par

f(z) = sin (l) .

X

1
En 0, lim — = 4oo. Comme la limite de
z—=0 X

sin(z) en l'infini n’existe pas, celle de f(x) en
0 n’existe pas non plus.

Passons a ce qui nous intéresse dans ce chapitre : le cas ou la limite existe et correspond a nos
attentes.

1.2 Fonction continue en un point

Delivition 2

Soient une fonction f définie sur un intervalle ouvert I et @ un élément de I.
On dit que la fonction f est continue en a si et seulement si ligl f(x) = f(a).
T—ra

La fonction f est continue sur un intervalle I si, et seulement si, f est continue en tout
point de I.

Graphiquement, cela signifie que I'on ne « léve pas le crayon » autour de f(a). La courbe n’a
pas de discontinuité. Autrement dit, la courbe ne posseéde qu'un seul graphe et par extension,

. 1 . s .
les fonction x — — et « partie entiere » ne sont pas continues sur R.
T

f(z) f(x)
3 ] ((gf) 3 T ((gf>
2 2+

>

e
L
.
ol
ol
.l

8

-
L
.
.
.
o

8

La fonction de gauche présente « un saut » en x = 2 avec f(2) = 1. On a lim+ flz)=2+# f(2):
T—2

la fonction f n’est pas continue en 2.

D’un autre point de vue, pour étre continue en a, la limite en ce point doit nécessairement exister

1
ce qui retire de la liste des fonction continues, la fonction x — sin (—) précédente.
T
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‘=S VROV Le domaine de définition ne donne qu’une information pour la continuité : si

1
la fonction x — — est effectivement discontinue en sa valeur interdite, la fonction x — E(x)

x
est discontinue en tout point de N tout en étant définie sur R tout entier.

1.3 Continuité des fonctions usuelles

Proposition |

>

Les fonctions polynémes sont continues sur R.
I 1 .
La fonction inverse x — — est continue sur | — oco;0] et sur |0; 400 .
x

La fonction valeur absolue x — |x| est continue sur R.
La fonction racine carrée x — \/z est continue sur [0; 400 .
Les fonctions z —— cosx et « — sinx sont continues sur R.

D’une facon générale, toutes fonctions construites par opération ou par composition
a partir des fonctions ci-dessus sont continues sur leur ensemble de définition. En
particulier les fonctions rationnelles sont continues sur leur ensemble de définition.

34?
3A?
24k
24%
14k
14%
Il Il
1 1
-2 - 1 2 3 % % % %
—N\+ 1 2 3 4
7
xn—)m(m—i—l)(x—Q). T Vo
[
|
[
[
st
I 3T
21|
| 2T
Lt
| I
| |
1 T 1 1 | | | |
-2 1 ]r 9 3 T T T T
14\ -2 -1 1 2
[
[
x
T T x— |zl
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—3m —T
[ _7’[‘ [
2 2
14
T —> COST et xr — sin x.

Exercices 81 a 83 page 94 ,Maths Repeére, Hachcttc}

Les grands théoremes

I1.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit une fonction continue sur un intervalle I = [a;b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un réel a € I tel que f(a) = k.

|— Preuve: Malheureusement admis en terminale mais il est vrai que pour une fois, la démonstration
mérite un peu plus de maturité mathématique. Tant pis! I

Ce théoreme résulte du fait que 'image d’un intervalle de R par une fonction continue est aussi
un intervalle de R .

fO)p=mm -

Q
S

Q
S

Q
%

1. Méme si ce résultat semble évident et logique, il réclame cependant une connaissance fine de la topologie
de R encore inaccessible en terminale S. Patience petits scarabées !

F.PUCCI II. LES GRANDS THEOREMES
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Graphiquement, si f est continue sur Uintervalle [a;b] alors la droite d’équation y = k et la
courbe () seront nécessairement sécantes.

Tout élément k de l'intervalle image f([a;b]) posséde alors au moins un antécédent de I'intervalle
[a;b]. Sur la figure ci-dessus, les trois valeurs c1, ¢ et ¢3 conviennent. La valeur ¢4, hors de [a;b],
doit étre écartée.

D’un point de vue équation, si k € f([a;b]), f(z) = k posséde au moins une solution.

Exercices 84 a 86 page 94
QCM 8 page 86 , Mlaths Repeére, Hachette
Vrai ou faux page 87

Il est cependant rare que 'on se contente de l’existence seule des solutions d’une équation. La
simple continuité ne suffit pas a imposer 'unicité. On rajoute donc une propriété supplémentaire :
la stricte monotonie.

Soit une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I = [a;b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un unique réel o € I tel que

f(@) = k.

Applications page 69

Exercices 87 a 90 pages 94 et 95 »Maths Repére, Hachette

Re.MAr%)e.s:

» L’équation f(x) = k posseéde donc une unique solution dans l'intervalle I. Ce théoréme est
a la base de procéder extrémement puissant pour résoudre nombre d’équations dont on ne
connailt pas les valeurs exactes des solutions. Pour vous, cela signifie beaucoup d’exercices
différents et de jolis sujets de bac en perspective.

» Comme f est continue tout élément de I posseéde une image dans f(I) mais la stricte
monotonie implique dans Pautre sens que tout élément de f(I) posséde aussi un unique
antécédent dans I. On pourrait alors trés bien définir une fonction y — g(y) ou g(y)
serait I'unique antécédent de y. Cette fonction s’appelle alors la fonction réciproque de f.
Nous y reviendrons tres vite !

» Ce théoréme se généralise a U'intervalle ouvert I =]a;b| en exigeant que k se trouve entre
lim f(x)et lim f(x).
z—at z—b~

» Un tableau de variations pourra étre suffisant pour montrer la continuité et la monotonie
de la fonction sur un certain intervalle.

II. LES GRANDS THEOREMES F.PUCCI
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ExeMPle 2:

» La fonction f est continue et strictement mo-
z o 1 9 too notone sur lintervalle [2;+o00][. Pour tout
élément k de [-1;5[, Péquation f(z) = k
(@) - - 0 + posséde une unique solution « appartenant
oo oo 5 a lintervalle [2; 400 .

! » Le méme raisonnement s’applique sur les in-
tervalles | — co;1[ ou ]1;2] avec k élément
respectivement de R ou [—1;+oo].

BV A T TENTION , on ne pourra ni appliquer ce théoréeme sur U'intervalle R tout entier ou

la fonction n’est pas continue en tout point, ni 'appliquer & l'intervalle |1;4o0c [ o la fonction
n’est pas strictement monotone.

Exercice résolu 7 page 80

Vrai ou faux 28 page 87 ,Maths Repeéere, Hachette

Exercice  Soit f la fonction définie par f(z) = 2® + 2 — 1.

Mountrer que I’équation f(z) = 0 posséde une unique solution sur [0;1] et proposer un algorithme
permettant de donner un encadrement de celle-ci & 1076 prés.

Voici un exercice standard de bac qu’il faut bien comprendre. On va le faire doucement.

Correction: L’énoncé propose deux questions : tout d’abord montrer que I’équation possede effective-
ment une solution ensuite la trouver.

» Tout d’abord la continuité pour l'existence de la solution : f est une fonction polynéme donc
continue sur R et en particulier sur [0;1].

» Ensuite la stricte monotonie pour l'unicité.
Deux méthodes pour cela : la premiere, prouver
que la dérivée est de signe strictement constant 1
sur R °. La deuxieme, plus fine, f est la somme
de deux fonctions strictement monotones x — f

22 et & —> z+1 donc est strictement monotone. -1

» On conclue en appliquant le théoreme de la bijection : f est continue et strictement monotone de
[0;1] dans [-1;1]. Comme 0 € [—1;1], il existe une unique valeur a de [0;1] telle que f(a) = 0.

» Maintenant que 'on sait que cette valeur existe”’, on peut mettre en place des procédés pour
la trouver au mieux. Un de ces procédé s’appelle la méthode par dichotomie ™ : on divise
a chaque étape l'intervalle en deux et on réitére I'opération tout en s’assurant que « se trouve
toujours dans l'intervalle choisi.

« A la premiére étape, on prend [A; B] = [0;1]. Comme f(0) x f(1) < 0, on est assuré que
f(0) et f(1) sont de signes contraires, c’est-a-dire que 0 < o < 1.

F.PUCCI II. LES GRANDS THEOREMES
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« On divise I'intervalle en deux et on consi-

1: VARIABLES
dere A‘{'B' Si £(0) x f A+ B <0 2: A, B, C SONT_DU_TYPE NOMBRE
3: P, N SONT_DU_TYPE NOMBRE
A+ B 4: f EST_DU_TYPE FONCTION
alors 0 < a < et on prend 5: DEBUT_ALGORITHME
AL B . 673 |L1reA, B, P
alors |0; ———— | comme nouvel intervalle : N PREND_LA_VALEUR O
2 8: TANT_QUE B — A > 107P FAIRE
. A+ B 9: DEBUT_TANT_QUE
[A; B] sinon on prend ;1 | A+ B
2 10: | | C PREND_LA_VALEUR 5
. . 11: SI f(A) x f(C) >0 ALORS
. Ensulte, on recommence avec le nouvel in- 12: A PREND LA VALEUR C
tervalle [A; B]. De proche en proche, on 13: SINONB PREND_LA_VALEUR C
obtient une valeur approchée de « & la pré- 14: FIN_TANT_QUE
. L ¢ 15: N PREND_LA_VALEUR N+1
aision que Lon veut. 16: | Afficher A, B, N
17: FIN_ALGORITHME

Onrentre A=0,B=1,P=6¢et f(z) =2+ 2 — 1.

On obtient alors : A = 0,682327, B = 0,682328 et N = 20et il faut donc 20 itérations pour
obtenir la précision demandée.

Exercice 154 page 106
Exercices 91 & 95 page 95 °

Maths Repeére, Hachcttc]

[ Exercices 123 et 124 page 99 ,Maths Repére,Hachette}

11.2 Théoreme du point fixe

On va enfin pouvoir démontrer le théoréme annoncé dans le chapitre sur les suites.

Soit une suite (u,)pen définie par ug et uy+1 = f(u,) convergente vers un réel £.
Si la fonction associée f est continue en ¢, alors la limite de la suite ¢ est solution de
Iéquation f(x) = z.

Prewve: Comme la suite (un)nen est convergente vers £, on a lim wu, = lim wu,y1 = £.
n—roo n—roo
| O

r, la fonction f est continue en £ (ie) lime fx) = f(£).
z—
Par composition, on en déduit que £ = lim wpyy = lim flup) = f0).

Donc f(¢) = ¢ (ie) £ est solution de 'équation f(x) = . I

Exercice 130 page 102 , Maths Repére,Hachcttc}

4. f'(x) =32 +1> 0!
4. et seulement maintenant !
4. « couper en deux » en grec

II. LES GRANDS THEOREMES F.PUCCI
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‘=S VROV Ce théoréme ne donne qu’une condition nécessaire sur la limite. Il ne permet

en aucun cas de prouver que la suite (uy)nen est convergente.

Comme exemple, revenons sur un exercice standard et déja traité.

1
Uug = -

2 .
Un+1 = V2uUp—+3
On consideére la fonction définie pour z € [0;3] par : f(z) = vV2z + 3.

Exercice La suite (u,)nen est définie par : {

1/ Calculer la dérivée de la fonction f. En déduire que la fonction f est strictement croissante sur
[0;3] et dresser son tableau de variations. Préciser les valeurs de de la fonction aux bornes de
cet intervalle.

2/ Démontrer que : si 2 € [0;3] alors f(z) € [0;3].

3/ Démontrer par récurrence, que pour tout entier n, 0 < u, < 3.

4/ Démontrer par récurrence, que la suite (u,)nen est strictement croissante.
5/ En déduire que la suite (uy,)nen est convergente.

6/ Déterminer la limite de la suite (uy,)nen-

Correction: Les premires questions ne concernent pas ce chapitre. Intéressons-nous seulement a la
derniére question.

D’apres la question (5), la suite est convergente vers une limite ¢, solution, d’apres le théoréme précédent,
de I’équation f(x) = x.

On résout donc cette équation :
flz)=v2x+3 r=+2x+3

<
22 =2r+3 <= 22 —22-3=0
(z+1)(z—-3)=0

Les deux seules valeurs possibles pour ¢ sont donc

{=—-1ou/l=3. w
\ ' ' f(un) r
D’aprés la question (3), pour tout entier n, 0 < 3 y=v2zr+3
u, < 3. On peut donc écarter la valeur —1 et 4T
conclure.
3 4
—
I
La suite (up)nen converge vers £ = 3. 2 ¢ o
|
ot
|
| Il | | | | | |
T T T T T T T T U

{ Exercice 134 page 103 ,Maths Repére,Hachette}

Exercice 135 page 103
Exercice 145 page 105

,Maths Repeére, Hachcttc]
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CHAPITRE

Deévivation

En terme de savoir-faire, tout repose sur la formule de dérivation d’une fonction composée,
prélude nécessaire a toute étude de fonction.

Sommaire

Les mathématiques sont un jeu qu’on exerce selon des
régles simples en manipulant des symboles et des concepts
qui n’ont en soi, aucune importance particuliére.

David. Hilbert (1862-1943)

1. Leonhard EULER (1707-1783) : mathématicien suisse. Un des mathématiciens les plus productifs de tous les
temps. Il a travaillé dans beaucoup de domaines (notre trigonométrie moderne provient essentiellement de son
Introductio de 1748). 1l est aussi 'inventeur de beaucoup de notations que nous utilisons encore aujourd’hui (,
3} pour les sommes, r pour les rayons, A, B, ...pour les sommets d’un polygone, cos et sin, ...)

121
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n Rappels

I.1 Nombre dérivé

Defivition |

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant le nombre a.

fla+h) - fa)

alors on dit que f est dérivable en a et on note :

Si le taux de variation tend vers une valeur finie lorsque h tend vers 0

(@) — tim L0~ Fa)

h—0 h (6'1)

Dans ce cas, le nombre f/(a) est appelé le nombre dérivé de f en a.

Par définition, le nombre dérivé en a, s'il existe, est donc le coefficient directeur de la tangente
a la courbe en au point d’abscisse a.

Propesition | (Equation de la tangente)

Soient f une fonction définie sur I, € sa représentation graphique dans un repére et
a€l.
L’équation de la tangente a % au point d’abscisse a est

y=f(a)(x—a)+ f(a)

Preuve:
|_Soit (T,) la tangente a la courbe au point
Al(a; f(a)). Son coefficient directeur est, par dé-
finition, f’(a) donc I'équation réduite de (7,) est
de la forme :
y=f'(a)z +0.

A € (T,) donc f(a) = f'(a)atbet b= f(a)—af'(a). A fla) +

L’équation de (T,) est donc y = f'(a)z + f(a) —
af'(a) soit, en arrangeant un peu : |

lv=7(a)(z—a) + f(a).|

—

Exercice 160 page 107

TP Info page 108 ,Maths Repeéere, Hachette
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1.2 Cas de non-dérivabilité

Il suffit d’observer la définition méme et de comprendre 'apport de chaque notion :

» Dans l'expression du nombre dérivée, il est nécessaire que fllirr%] fla+h) = f(a) (ie) la
—
1
fonction f doit nécessairement étre continue. Une fonction du style de  — sin (—) ne
x

saurait donc étre dérivable en 0.

. N a+h)— fla : . . L.
» De la méme maniere, si ]{m% 1 f)L f(a) n’existe pas, la fonction ne peut étre dérivable.
_>
Deux cas principaux se présenteront a nous :

. La limite est infinie :
Exemple |: La fonction x — /z est dérivable sur R} mais, en 0 :
VO+h—v0 _ . Vh
h

lim ——— = lim — = lim — = +o0.
h—0

La tangente ou plutét la demi-tangente est parallele a ’axe des ordonnées. On parle de
demi-tangente « verticale ».

(S8}

\&}

—

. La limite a gauche et a droite du taux d’accroissement existent mais sont différentes :

ExeMPle 2: L’exemple le plus simple est celui de la valeur absolue z — |z|.

g 0FR=0L Ry 0RO R
z—0 h z—0 h z—0 h 2—0
<0 <0 x>0 x>0

f(O+h) - f(0)
h

1. Impossible ici de calculer le taux de variation et encore moins sa limite.

F.PUCCI I. RAPPELS
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w

Do

—

La courbe représentative n’admet pas de tangentes en 0 mais seulement deux demies-
tangentes.

Une fonction f est dérivable en a si et seulement si sa courbe représentative admet une
tangente au point d’abscisse a.

Fonction dérivée

Généralisons et formalisons les résultats de la partie précédente :

Defivition 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
» Si, pour tout x de I, f est dérivable en x, on dit que f est dérivable sur I.

» La fonction définie sur I par z — f’(z) est appelée fonction dérivée de f. Cette
fonction est notée f.

I1.1 Continuité et Dérivabilité

» Si f est dérivable en a alors la fonction f est continue en a.

» Si f est dérivable sur un intervalle I alors la fonction f est continue sur /.

Preuve: La démonstration de ce théoréme est hors-programme.

Globalement, il suffit de linéariser. f est dérivable en a si et seulement si il existe une quantité f'(a) telle

que :
fla+h)= f(a)+ hf'(a)+ he(h) ou }llin%] e(h) = 0.
—
Il est alors clair que }lll_% f(a+h) = f(a). La fonction f est donc continue en a. I

II. FONCTION DERIVEE F.PUCCI
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Ce théoreme explique simplement que la notion de dérivabilité est plus forte que celle de conti-
nuité comme 1’était déja la notion de continuité par rapport a celle de définition. On pourra
donc trouver des fonctions continues sans qu’elles soient dérivable mais pas 'inverse.

A=A OVY La réciproque de ce théoréme est fausse. Pour s’en rendre compte, on peut
s’appuyer sur les représentations graphiques de la partie précédente :

» Si une fonction est continue sur un intervalle, sa représentation graphique est en un seul
morceaul.

» Si la fonction est dérivable sur un intervalle, sa représentation graphique admet, d’apres
le corollaire (1), une tangente en chacun de ses points.

Comme explicité précédemment, les premiers exemples a avoir en téte sont la fonction valeur
absolue et la racine carrée et globalement, 'image & avoir en téte est celle de la fonction ci-

dessous :

La fonction est bien continue en a, car la courbe
est en un seul morceau.

/ \ . ) 7’ .
Par contre, la fonction n’est pas dérivable en
a, car la représentation admet au point A deux
demi-tangentes.

I
On dit que la courbe admet un point angu-

a
leux en a.

. 2—22 six<l;
Exercice  Soit f définie sur R par f(z) =< 1 )
— siz>1
x

Montrer que f est continue mais n’est pas dérivable en 1. Donner une interprétation géométrique.

222 + || .
— . . . o ——  siz#0.
Exercice  Soit f la fonction définie sur D = R par f(z) = x

0 siz=0.

1/ La fonction f est-elle continue sur R ?

2/ La fonction f est-elle dérivable sur R ?

11.2 Un peu de cinématique

On considére un objet en mouvement sur un axe. On note ¢ la durée en secondes de son parcours,

et x(t) la distance en metres, parcourue apres ¢ secondes.

2. Argh!

F.PUCCI II. FONCTION DERIVEE
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z(t1) —x(t
On note tg et t; = ty + h deux instants : le quotient w est la vitesse moyenne de
I’objet entre les instants tg et t1 = tg + h.

Defivition 3
Dans les conditions précédentes, la limite quand h se rapproche de 0 de la vitesse

moyenne “est appelée vitesse instantanée de I'objet a 'instant £.

(6.2)

Deux maniéres de voir ce résultat :

» La vitesse instantanée est la limite de la vitesse moyenne lorsque ’écart entre les deux
points de mesure tend vers 0.

» La vitesse instantanée est la dérivée premiere de la position.

Exemple 3: On lache un objet en chute libre. On note z(t) la distance parcourue (en m) apres t
secondes. On admet que la distance parcourue s’exprime en fonction du temps de parcours par

x(t) = 4,92

Calculer la vitesse instantanée de 1’objet aprés une chute de t secondes.

Premiere méthode : On exprime la vitesse moyenne de ’objet entre les instants t et ¢ 4+ h :

. x(t+h)—x(t)  4,9(t+h)? — 4,9

h h

En développant, réduisant et simplifiant, on obtient :

4,9(t* + 2th + h?) — 4,9t>  9,8th + 4,9h>
h N h

v =

= 9,8t +4,9h

Lorsque h tend vers 0, ce quotient se rapproche de 9, 8t : %in%)(Q, 8t +4,9t) =9, 8t.
—

Donc la vitesse instantanée de ’objet en chute libre est donnée par ’expression
v(t) =2'(t) =9, 8t.
Deuxiéme méthode : On calcule la dérivée de la position :

da(t
o(t) = 2'(t) = Zi) —4,9%x2t=9,8t.

Aprés 5 secondes de chute libre, la vitesse est de 9,8 x 5 = 49 m/s. (soit 179,4 km/h).

R&MA—V‘%)&: Les physiciens expriment volontiers une variation a ’aide du symbole A. Ils notent
ainsi At =t1 —tg et Ax = 1 — x0.

Pour une variation trés petite, reprenant une notation introduite par Isaac Newton, on note
alors dt et dx. On obtient ainsi la notation différentielle de la dérivée :

3. c’est a dire le nombre dérivé de = en to
4. C’est quoi la dérivée seconde ?

II. FONCTION DERIVEE F.PUCCI
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L’avantage de cette notation est de rendre bien visible la variable par rapport a laquelle on
dérive. Ici, la position x(t) est dérivée par rapport au temps.

En mathématiques, et temps que I'on ne considérera que des fonctions d’une seule variable, on
df (x)
—— = f'(2).

note plus simplement
dx

{ Exercice 158 page 107 ,Maths Repére,Hachette}

E Calculs de dérivées

ITI.1 Fonctions de référence

Fonction f Fonction f’ Ensemble de définition de f | Ensemble de définition de f’
T —a z +—0 R
xr —axr+b x —a R
rr— 2" (neN*) | x +—na"! R
T —> 1 T —> —% R*
x x

r — — (n eNY) T = ——y R*
r — T T — 1 [0; +o0[ 10; +o0[
2V
x — sin(x) x —> cos(x) R
x —> cos(x) x — —sin(z) R

F.PUCCI
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I11.2 Dérivation et opérations algébriques

En abrégé, on note v’ et v’ respectivement a la place de u'(z) et v'(z) et on suppose toutes les
fonctions définies et dérivables pour simplifier les notations :

Fonction f Dérivée f’
Au, AeER ku'
!/ /
u—+v u +v
/ /
U X v wv~+ uv
U uw'v — v
v v2

— Covollaire |

ensemble de définition.

» Les fonctions polynémes sont dérivables sur leur ensemble de définition.

» Les fonctions rationnelles (quotients de deux polynémes) sont dérivables sur leur

1I1.3 Dérivée d’une composée

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle J et u une fonction définie et
dérivable sur un intervalle I telle que, pour tout = de I, u(x) € J.
La fonction f ow est dérivable et, pour tout réel x de I :

f(u(@)" = '(2) x f'(u(@))

L’utilisation de l'expression a + h dans la définition (6.1) n’est la que pour donner un role
particulier au point a dont on veut calculer la dérivée en ce point mais 'on peut tout aussi bien,
a la maniere des physiciens dans (6.2), prendre deux point X et Y que l'on fera tendre I'un vers

l'autre en annulant leur différence et écrire :

10 = Jin

1) —J(X)

Y-X

C’est exactement la méme formule que dans la définition (6.1) en posant X =a, Y = a+ h.

Mettons en pratique cette remarque :

III. CALCULS DE DERIVEES
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Preuve: La dérivabilité étant une notion locale, montrons que f o u est dérivable en a € I. Soit
|_h € R*, on forme donc le quotient :

f(ula+h)) = f(u(a)) _ f(u(a+h)) = f(u(a)) y u(a+ h) — u(a)
h u(a+ h) —u(a) h '

» Par définition de la dérivabilité de u en a,

. ulath) —ul@) _
fi S )

» Comme u est dérivable en a, d’apres le théoréme (1), elle est aussi continue en a et on a :
lim u(a + h) = u(a).
h—0

s flula+ ) = fu(a)
Dot }111—>H10 u(a+ h) —u(a) = I (u(a).

f(u(a + h)) - f(u(a))
h

Conclusion, lim
h—0

=u'(a) x f'(u(a)) et fou est dérivable en a. I

Exercice 9 page 86

. Maths Repeére, Hachette
Vrai ou faux 18 & 20 et 23 & 26 page 87 ’ aths Tepere, Lacaette

Ce théoréme nous permet de compléter le tableau précédent :

Pour plus tard ...
. sz !
Fonction f Dérivée f
Fonction f Dérivée f’
n / n—1
u”, neN nu X u
!/
1 u e we
u u?
o
Ju u Inu —
U U
2\/u
sinu u' cosu
cos u —u/sinu
|— Prewve: On applique respectivement et successivement le théoréme avec :
. n POy / _ n—1 L., 1
» fra— 2" de dérivée f'(z) = na""". » f:x— /x de dérivée f'(x)

SN
» f:xr— sinz de dérivée f'(z) = cos.

1 e,
» fror— 7 de dérivée f'(z) = ——. » f x> cos de dérivée f'(z) = —sinw.

2
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Et plus tard, ce sera la méme chose :

L 1
» frar— e® de dérivée f'(x) = e”. » f:x+— Inz de dérivée f'(z) = —.
X

—

Applications page 71 ,Maths Repére, Hachcttc}

En particulier et parce que ces fonctions reviennent souvent dans les exercices de terminale :

— Corollaire | .

Si a et b sont deux réels quelconques et f une fonction dérivable sur R alors z — f(ax+b)
est dérivable sur R et pour x € R, on a :

(f(a:c—i—b)), = af'(ax + b)

On pourra alors appliquer cette formule & toute expression de la forme (az + b)", cos(ax + b),

vaxr+b, ...

ar +0b’

[ Exercices résolu 4, 6, 8 et 9 pages 77, 80, 82 et 85 ,Maths Repére,Hachette}

Exercice Calculer la dérivée des fonctions et préciser leur domaine de dérivabilité avec :
— (r—4)? z+1\°
T x4+ 2
fa(x) = cos (2:17 + §)
fr(z) = Va2 + 1.

fa(x) = vz —5.

1 fs(x) = Vcosa.
falw) = Vr—1 fo(z) = cos((x? — 3)3).
fs(z) = (2% + 22— 9)3. fio(z) = cos (V2 +sinz).

Exevcice Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes en a.

1/ f:x— Va3 —1laveca=1. 2/ f:xz— xy/x aveca =0

1 .
x?cos — six#0;
x

0 siz=0

Exercice  Soit f définie sur R par f(x) =

1/ Justifier que f est dérivable sur R* et calculer f'(x) pour x # 0.

III. CALCULS DE DERIVEES F.PUCCI
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2/ f est-elle dérivable sur R?

3/ f est-elle continue sur R ?

{ Exercice 155 page 106 ,Maths Repére,Hachette}

Dérivée et variations (,EAPPels3

IV.1 Sens de variation d’une fonction

- )

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert.

» f est strictement croissante sur I si et seulement si pour tout z de I, f'(z) > 0
(sauf en quelques points isolés de I ou elle s’annule).

» f est constante sur I si et seulement si pour tout z de I, f'(z) = 0.

» f est strictement décroissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f'(x) <0
(sauf en quelques points isolés de I ou elle s’annule).

Ce théoréme ramene donc I’étude des variations d’une fonction a celle du signe de sa dérivée.

[ Exercices 101 a 105 page 96 , Maths Repére,Hachette}

Exercice 112 page 96
Exercice 114 page 97 ’

Maths Repére, Hachcttc]

IV.2 Extremum local

Proposition 2 (Condition nécessaire d’extremum)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert et xg € I.
Si f(zp) est un extremum local de f alors f'(zo) = 0.

On ne cherchera donc les extrema de la fonction f a Uintérieur de I qu’en les points qui annulent
la dérivée.

F = VARl La réciproque de cette propriété est fausse.

F.PUCCI IV. DERIVEE ET VARIATIONS (RAPPELS)
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Exemple 4:

Considérons, par exemple, la cubique définie par
frx—ad

dont la dérivée est donnée par

f'(z) = 322

Comme f'(0) = 0, la courbe représentative de f
admet une tangente horizontale en 0 sans que ce
ne soit un extremum local a partir du moment ou
la dérivée ne change pas de signe au voisinage de 0.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert et zg € I.
f(x0) est un extremum local de f si et seulement si f’ s’annule en changeant de signe
en .

IV.3 Un exemple d’étude

Exercice 123 page 99

Math sre, Hacl
Exercices 140 4 144 page 105 ' Vaths Repére, Hachette

Etudions la fonction f définie par f(x) = \/x(4 — z).

Domaine de définition : f n’est définie que si x(4 — x) est positif ou nul.

Donc Dy = [0;4].

Continuité : f est la composée des fonctions z — x(4 — z) et de x — /z. Elle est donc
continue sur [0;4].

Dérivabilité : Pour les mémes raisons f est dérivable sur l'intervalle ouvert ]0;4[. Sa dérivée
!/

u
2y/u’

est de la forme

—2x+4

J'(@) = 2\/r(4—1x)

Lorsque z — O ouz — 4, —2rx +4 — —4 et \/z(4 —x) — 0T,

. / 1 / o
Donc, alsli%f (x) = al:liglf (x) = 4o0.

La fonction f n’est donc pas dérivable en 0 et en 4 : sa courbe représentative admet deux
demi-tangentes paralléles & 1’axe des ordonnées en ces points.

IV. DERIVEE ET VARIATIONS (RAPPELS) F.PUCCI
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Variations : Comme (/x(4 — ) > 0, f'(x) est du signe de —2x + 4 sur |0;4[. On en déduit le
tableau de variation de f :

T 0 2 4
f'(x) + 0 -
2
Variations
de f
0 0

Extremum : D’apres I'étude précédente, f'(z) s’annule et change de signe en 2 donc ¢ admet
un maximum global au point d’abscisse 2.

Il ne reste plus qu’a tracer la courbe représentative de f :

Méthode | (Pour tracer une courbe représentative)

L’important est simplement de reporter toutes les informations de I’étude préala-
blement faite et de vouloir une jolie courbe.

1/ On trace les asymptotes a la courbe.
2/ On place les extrema locaux avec leur tangente « horizontale ».
3/ On trace les demies-tangentes « verticales ».

4/ On place quelques points essentiels : ni trop, ni trop peu et suffisamment pour
donner une idée de la courbe.

5/ Le coude dans la concavité, on trace une jolie courbe, sans lever le crayon si
la courbe est continue ni repasser et en s’appliquant bien a rendre la courbe
tangente aux extrema locaux.

F.PUCCI IV. DERIVEE ET VARIATIONS (RAPPELS)
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Complément : Il semblerait que la courbe soit un demi-cercle de centre I (0 ; 2) et de rayon
2. Prouvons-le!

Il suffit de montrer que, pour tout point M (z ; f(x)) de €, IM =2 < IM? = 4.
Or, IM? = (2 —2)? + (f(x) — 0)* = (z — 2)® + (4 — x)
= —dr A+ dr— =4

Exercices 118 a 121 page 98
Exercice 158 page 107

,Maths Repeére, Hachette

Compléments

V.1 Approximation affine

On a vu que si f est une fonction dérivable en a
alors au point A(a; f(a)), la courbe €5 admet
une tangente (7).

La tangente (7,) est la droite d’équation
y = f'(a)(x —a) + f(a).

Elle est aussi la représentation graphique d’une
fonction affine

v — f'(a)(x —a) + f(a).

Cette fonction est appelée meilleure approxi-
mation affine de f au voisinage de a.

Si on note h = z — a alors la fonction
h+— f'(a) x h + f(a)

est la meilleure approximation affine de la fonction h — f(a+ h) au voisinage de 0. Ceci s’écrit :

fla+h) = f'(a) x h+ f(a) lorsque h = 0.

Quelle est 'erreur ” commise ? Cherchons-en un ordre de grandeur.

Dans le cas qui nous intéresse, I’erreur commise en remplacant f(a+ h) par f'(a) x h+ f(a) est :

=|fla+h) = (f'(a) x h+ f(a))| = [f(a+h) = f(a) = f'(a) x A
fla+h)—fla) fla+h)—fla)

— |n ) —f(a)xh‘:hx< ) f(a))’

— b x <(h)

5. On pourrait montrer que la tangente est la droite passant par A qui s’approche le plus de ¢ « au voisinage »
du point A. (Hors-programme mais gardez I'idée en téte).

6. Erreur qu’on commet volontairement, pour se simplifier les calculs, car on n’a pas toutes les informations
nécessaires pour effectuer un calcul exact, ...

V. COMPLEMENTS F.PUCCI
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oit e(h) = f(a+h})l— fla) f(a) avec lim e(h) = lim f(a~|—h}1— f(a)

—f'(a)
L’erreur commise tend donc vers 0 lorsque 1'on se rapproche de A mais, mieux encore, l'ordre
de grandeur de celle-ci en |h| x |e(h)| est inférieur a celui de |h|.

_ )

Lorsqu’une fonction f est dérivable en a, une bonne approximation affine, lorsque a + h
est voisin de a est :

/') | =o0.

fla+h)~ f(a) + hf'(a).

ExeMPle S: Comment obtenir rapidement une valeur approchée de /4, 03 ? Utiliser une approximation
affine, bien sfir!

On pose f(r) =+/x, a =4 et h =0,03. On calcule alors la dérivée en 4.

7(@) done  f(4) = -

1

NG
1

et donc f(4,03) = f(4)+ 0,03 x i 2,0075.

On obtient donc : /4,03 =~ 2,0075 a comparer a la valeur donnée par la calculatrice 2,007 486. La
précision est donc de 1074,

Exercice  Donner une valeur approchée de (1,07)°.

V.2 Méthode d’Euler °

L’idée précédente est a la base d’un procédé puissant visant a trouver les valeurs d’une fonction
s A /e 7 . ’ . ¢
numérique f dont on ne connait que la dérivée f’ et un point de la courbe représentative. ’

Pour tracer une courbe approchée de ¢, nous allons effectuer plusieurs approximations affines
successives.

» Soit A(a; f(a)) le point connu de €%.

» La meilleure approximation affine de f au voisinage de a est f(a + h) ~ f'(a) x h + f(a)
lorsque h = 0.

7. C’est mieux!

8. Leonhard EULER (1707-1783) : mathématicien suisse. Un des mathématiciens les plus productifs de tous les
temps. Il a travaillé dans beaucoup de domaines (notre trigonométrie moderne provient essentiellement de son
Introductio de 1748). 11 est aussi I'inventeur de beaucoup de notations que nous utilisons encore aujourd’hui (,
Y pour les sommes, r pour les rayons, A, B, ...pour les sommets d’un polygone, cos et sin, ...)

9. Imaginez que vous regardiez passer un mobile. A Tinstant ¢o ol vous regardez, vous pouvez mesurer sa
vitesse f'(to) qui ne devrait pas trop varier et sa position f(to). Peut-on avoir une idée de la position du mobile
ato+h?
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On se fixe une valeur de h « proche » de 0 et on prend y; = f'(a) x h + f(a) comme
meilleure approximation de f(a + h).

Le point M;i(a + h;y1) est alors proche du point Ay de €r d’abscisse a + h.
» On réitere a partir de y; considéré comme une bonne valeur approchée de f(a + h)
» On cherche alors la meilleure approximation affine de f(a + h + h') au voisinage de 0 :

fla+h+n)= f(a+h)x h' +y; lorsque h' =~ 0.

Pour simplifier, on prend souvent un pas constant (ie) h’' = h.

» On obtient alors yo = f'(a+ h) x h + y;.

» Le point Ms(a + 2h;y2) est proche du point Ay de € d’abscisse a + 2h.

» On recommence en posant y3 = f'(a + 2h) X h + y qui est proche de f(a + 3h) donc
Ms3(a + 3h;y3) est proche de A3 € € d’abscisse a + 3h. ..

On construit ainsi de proche en proche une suite (y,)nen de R par la relation :

vo = f(a)
ynt1 = [f'(a+ (n—1)h) x h+y,.

La courbe passant par les points A, (a + nh ; y,) est alors une approximation de la courbe
représentative de f.
ExeMPle b: Soit f la fonction telle que f'(x) = x pour tout x € R, et dont la courbe passe par A(0;1).

On pose h = 0,2 et on applique la méthode d’EULER :

» y1=f(0) x h+ f(0) =0 x h+1=1. On place M;(0,2;1).
» y2 = f(h) x h+y; = h? + 1 =1,04. On place M(0,4;1,04).
v ys = f/(2h) X h+ys = 2h% + 1,04 = 1,12. On place M3(0,6;1,12).

Méthode d’EULER avec h = 0,5 : Méthode d’EULER avec h = 0,2 :

.
=

Remargue: Dans 'expression f(a+h) =~ f(a)+ hf'(a), le nombre f'(a) est le coefficient directeur
et f(a) Pordonnée a l'origine de la droite d’approximation. Encore une fois, une fonction dérivable
est, localement, trés similaire a une portion de droite.
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Defivition 4 f est strictement croissante sur I <= Vz € I, f'(x) > 0.

Soit f : I —— R une fonction définie sur un intervalle ouvert [ (sauf en quelques points isolés de I ot elle sannule).

contenant le nombre a.
fla+h)— f(a)

tend vers une valeur finie f(x0) est un extremum local de f <= f’ s’annule ET change de

Si le taux de variation

lorsque h tend vers 0 alors on dit que f est dérivable en a et on signe en Zo.
note :
h) — /
f'(a) = lim flath) f(a)‘ (6.3) f f
h—0 h /
f f u
f'(a) est appelé le nombre dérivé de f en a. C’est le coefficient wt v o+ o Vu 2./u
directeur de la tangente a la courbe en au point d’abscisse a.
uv u'v + uv’ sin(u) v cos(u)
u u'v —u cos(u) —u' sin(u)
| f est dérivable en a = f est continue en a. - — 5
’ ! e" u'e”
* —1
u" (n € N*) | nu'u” o
, Inu —
u u
u w2 /
- (@) | o' f (u@)
—meN) | ——
u u z
JRCL
a

» Les sommes, produits et composés de fonctions dérivables sont
dérivables sur leur ensemble de définition.

» Les quotients de fonctions dérivables dont le dénominateur ne

x b c s’annule pas sont dérivables sur leur ensemble de définition.
Signe
de f! + 0 - + ( ; : - X )
e f'(z) Lorsqu’une fonction f est dérivable en a, une bonne approximation

Variation f(b) — / affine, lorsque a + h est voisin de a est :
d (o
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CHAPITRE
L'exponentielle

LA toute fin du XIX¢®siecle, Marie et Pierre Curie mettent en évidence des éléments
. radioactifs autres que l'uranium, le polonium et le radium.

Des atomes de ces éléments radioactifs se désintegrent en permanence. Partant d’une quantité
initiale N, si on désigne par N (t) la quantité d’atomes de radium & I'instant ¢ et N'(¢) la variation
de celle-ci alors on peut montrer que cette variation a un instant donné est proportionnelle a la
quantité d’atomes encore présents :

N(O) = N
{N’(t) = —kN(t).

{ Exercice 195 page 163 ,Maths Repére,Hachette}

En résolvant cette équation, on peut donc connaitre a chaque instant ¢ le nombre d’atome N ().
Ceci est, par exemple, appliqué pour la datation au carbone 14 de matiére organique. Le carbone
14 est un isotope radioactif du carbone : connaissant le nombre d’atomes de carbone 14 présents
et qui se sont désintégrés, on détermine la durée qu’a pris cette désintégration, c’est-a-dire ’age
de la matiere organique.

La quantité N(t) est donc solution de I'équation différentielle ' | f' = —kf |

La fonction que nous cherchons est la solution principale de cette équation. ..

Sommaire

1. Une équation liant une fonction a sa dérivée.

139



- Chapitre 7 L'EXPONENTIELLE

n La fonction exponentielle

1.1 Définition et premiers théorémes

Si f est une fonction dérivable sur R telle que f' = f et f(0) =1 alors f ne s’annule pas
sur R.

Preuve: Posons ¢ la fonction définie sur R par : o(z) = f(z) x f(—z). Montrons que ¢ est constante
sur R.

Comme produit de fonctions dérivables, ¢ est dérivable sur R et on a :

¢'(x) = f'(@)f(=2) = f(@) [ (-=).

Or, f'=f.
D’ou ¢'(z) = f(z)f(—z) — f(z)f(—x) = 0. La fonction ¢ est donc constante sur R.

Comme ¢(0) = f(0) x f(0) =1,Vz € R, p(z) =1 (ie) Yz € R, f(z)f(—x) = 1. La fonction f ne peut
s’annuler et on a la propriété supplémentaire :

flea) = (7.1)

7o)
—
~ Theoreme Il ~

Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que :

fl=f et f(0)=1

On nomme cette fonction exponentielle et on la note : exp.

Preuve: Lexistence de cette fonction est admise. °
| Démontrons 'unicité :

On suppose donc que deux fonctions f et g vérifient les conditions du théoréme (ie) f = f', ¢’ = g et
f(0)=g(0)=1.
[z

Comme ¢ ne s’annule pas d’apres le (1), on peut définir la fonction h par h(z) = ——=.

g(z

N Nl

Notre objectif va encore étre de montrer que h est constante a 1 cette fois.

Quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, h est dérivable sur R et, sous les
hypothéses f' = fet ¢ =g, ona :

_f9—f9 _f9—fg _

hl
g9° h

0.

La fonction h est donc constante & h(0) = % =1 (ie) Vz € R, f(z) = g(x).
g

L’unicité est ainsi prouvée. Nous pourrons ainsi noter par la suite cette fonction exp. I

I. LA FONCTION EXPONENTIELLE F.PUCCI
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En particulier, on a :

< exp(az)) / = exp(z).

[ Vrai ou faux 2 et 3 page 138 Maths Repére, Hachette

QCM 23 page 139

1.2 Approche graphique de la fonction exponentielle

Il est nul besoin d’en savoir plus pour avoir une allure de ’exponentielle.

A la maniere des physiciens, la méthode d’Euler, utilisée en son temps dans le méme but, donne
une tres bonne approximation de la courbe.

Rappelons-nous le chapitre précédent : une bonne approximation affine de la courbe d’une fonc-
tion dérivable f est donnée par

fla+h) = f(a)+hf'(a), lorsque h est assez voisin de 0.

Comme f’(a) = f(a), cette expression se simplifie et on a :
fla+h)=~(1+h)f(a). (7.2)

Découverte page 112

Maths Repeére, Hachett
Démonstration page 122 ° athis fiepere, Haciette

Méthode d’Euler

Partant de yp = f(0) = 1, la méthode d’Euler
conduit & considérer la suite

Yo = /
Yn+1 = (1 + h)ym

=

A\ 7’ 7’ 7’ 7’ 7 N I
ou le réel h représente le pas et a été fixé a 1
I’avance.

On trace alors les points A, (nh ; yp). Méthode d’Euler avec un pas h = 0, 25.

i n
2. Vous montrerez plus tard que la fonction z — Z :C—| répond a la question.
n!

n=0

F.PUCCI I. LA FONCTION EXPONENTIELLE
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Algorithme

Pour cela on choisit un pas h et un nombre N

de points a tracer.

Pour initialiser la boucle, on partira du point
Ap de coordonnées (0 ; 1) car f(0) = 1.

On fera alors deux boucles pour déterminer les
points situé a droite de Ay (on incrémente les
abscisses de h a chaque étape) et les points si-
tués a gauche de Ay (on incrémente les abs-

cisses de —h).

On obtient la courbe ci-dessus
et N =6.

Approximation de exp(1)

OO0 ~NOU P WN -

pour h = 0,25

VARIABLES

N, «, I, r SONT_DU_TYPE ENTIER NATUREL
X, Y, h SONT_DU_TYPE REEL
DEBUT_ALGORITHME

Lire N, h

P

FIN_ALGORITHME

X PREND_LA_VALEUR 0

Y PREND_LA_VALEUR 1

Tracer le point (X ; Y)

POUR I ALLANT DE 1 A N
DEBUT_POUR

X PREND_LA_VALEUR X + h

Y PREND_LA_VALEUR (1+h)Y
Tracer le point (X ; Y)
FIN_POUR

X PREND_LA_VALEUR 0

Y PREND_LA_VALEUR 1

OUR I ALLANT_DE 1 A N
DEBUT_POUR

X PREND_LA_VALEUR X — h

Y PREND_LA_VALEWR (1 —h)Y
Tracer le point (X ; Y)
FIN_POUR

Considérons l'intervalle [0;1] que l'on partage en n intervalles de méme amplitude h = —,
n

n € N*.

D’apres (7.2), on a alors :

Vzg € [0;1], exp(zo + h) =~ (1 + h)exp(zp).

En prenant xy = 0, on obtient alors :

exp

Par le méme procédé, on

2 1 1 1
exp - ~ exp E—{_ﬁ = 1—}—5
1 2

(%)

a aussi :

Jon(l)-

1
14—

)

1

all

Par récurrence sur k € N, on montre alors facilement que I'on a la relation :

vV k € N*, exp (E) R (
n

Enfin, pour k = n et n_ 1, on
n

obtient :

Vn € N*, exp(1l) ~ (1 +

14—
n

1

)k.
)

I. LA FONCTION EXPONENTIELLE
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Suite convergente vers exp(1l) qui permit de trouver les premiéres approximation de exp(1). A
la calculatrice, on trouve :

exp(1) ~ 2, 71828182845904523.

1.3 Propriétés algébriques

Soient a et b deux réels, on a alors :

exp(a +b) = exp(a) x exp(b). (7.3)

[ Démonstration pages 126 , Maths Repére,Hachette}

Cette relation s’appelle la relation fonctionnelle car on pourrait définir 'exponentielle a partir
de cette propriété et retrouver que ’exponentielle est égale a sa dérivée.

Exercice 193 page 163 , Maths Repére,Hachcttc}

EeMAv-%ae: A Taide de cette relation, on peut montrer, par exemple, de maniére tres élégante le

(1) :

1 =exp0=exp(zr —x) =exp(x) X exp(—z) = Va € R,exp(x) # 0.

exp(x + a)

exp(a)
A montrer que h = exp (ie) h est dérivable sur R et vérifie ' = h et h(0) = 1.

|— Prewuve: Posons h la fonction définie sur R par h(zx) = . Montrer le théoréeme revient alors
a

Que h soit dérivable sur R est clair et on a :

Vo € R, K (z) = exz;(g(:) ) _ GXZEZ (Z)“) — ().

Enfin, h(0) = 2@ _ 4

exp(a)

Conclusion, h = exp. Puis, avec exp(a) # 0, on obtient :

Vo € R, exp(x) x exp(a) = exp(zr + a).
1

Démonstration page 124 , Maths Repére,Hachcttc}

On dit que la fonction exponentielle est un morphisme de groupes entre (R, +) et (R*, x) : elle
transforme les sommes en produits.

F.PUCCI I. LA FONCTION EXPONENTIELLE
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Proposition |
Soient a et b deux réels et n un entier naturel.
(g} = oy exp(a) » exp(na) = (exp(a))”
> exp(—a) oxp(a) » exp(a — b) ()
Prevve:
I_ » exp(—a) = eX;(a) est une conséquence du ().

» Un mélange de (7.3) et (7.1) donne :

exp(a —b) = exp (a + (—b)) = exp(a) x exp(—b) =

» Par récurrence sur n avec :
« exp(0 xa)=exp(0)=1= (exp(a))o pour l'initialisation,

. et exp ((n + 1)a) = exp(na) x exp(a) = (exp(a))n x exp(a) = (exp(a))nJrl pour I'hérédité.

—

Il est bon de remarquer a ce stade que la fonction exponentielle se comporte comme les fonctions
puissance. On retrouve ainsi les propriétés cheres aux cinquiemes :

EA.Pfels )

Soient a et b deux entiers relatifs.

> 200 = 2% % 2P a—b _ T
» I =3
T
1
a_ ab __ a\b
> T pors » 2% = (2%)

On dit, en ce sens, que la fonction exp généralise les fonctions puissances. Nous approfondirons
dans un prochain chapitre cette idée.

I. LA FONCTION EXPONENTIELLE F.PUCCI
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I.4 Notations

Du fait des propriétés similaires entre la fonction exponentielle et la fonction puissance, on pose :

Delivition |

e =exp(1)
» =~ 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995
95749669676277240766303535475945713821785251664274 . ..
» e =exp(x).

On a ainsi les propriétés :

a n
. ea—l—b — % % eb —@ 1 = e , e = (ea)

Applications page 115

Exercice résolu 1 page 130

vrai ou faux 7 et 8 page 138
Exercices 36 a 38et 40 a 48 page 140

,Maths Repére, Hachette

Etude de la fonction exponentielle

I1.1 Signe

La fonction exponentielle est strictement positive sur R.

Prewve: On sait déja que exp(x) # 0 pour tout réel.

De plus la fonction exponentielle est continue car dérivable sur R. S’il existait un réel a tel que exp(a) < 0,

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existerait un réel « tel que exp(a) = 0 ce qui est
impossible.
La fonction exponentielle est donc strictement positive. I

Démonstration page 123 ,Maths Repére,Hachette}

3. A apprendre par ceeur. ;-)
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I1.2 Variation et Limites

- )

1/ La fonction exp est continue et dérivable sur R.

2/ La fonction exp est strictement croissante sur R.

3/ lim " =+o0. 4/ lim e* =0.

T—+00 T——00

Preuve:
|_ 1/ Par définition, exp est dérivable sur R donc également continue.

2/ Immédiat aussi avec exp’(r) = exp(x) > 0.

3/ On va utiliser les théoréme de comparaison, en étudiant la fonction f définie par f(x) =e® —x.
[ est dérivable sur R et on a f'(x) = €® — 1.
La fonction exp est strictement croissante et on a €® = 1 d’ot le signe de la dérivée et le tableau
de variations :

Du tableau de variation, on en déduit que Vo € R, f(z) >0 < ¢” > z.

D’apres le théoréme de comparaison, on en déduit lim e* = 4o0.
T—r+00

Enfin, lim e* = lim e X = lim — =0.
r——00 X—+4oco X—+o0 e

—

Dé strations 5 123 et 125 R
émonstrations pages et 125 ‘Maths Repére, Hachette

Exercice résolu 2 pages 130-131

11.3 Courbe représentative

D’apres la partie précédente, on a le tableau de variation suivant :

T —00 0 1 +0o0
exp’(z) +
+o0
e/
exp 1 /
. - —

II. ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE F.PUCCI
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Enfin et afin de mieux tracer la courbe représentative, on cherche les équations des tangentes
aux points d’abscisse 0 et 1 :

(Ta) : y = f'(a)(z — a) + f(a).

(To) = y = (exp)'(0)x +exp0 et (T1): y= (exp)'(1)(z — Nz +expt
y=z+1 Y = ex.

{ QCM 30 page 139 ,Maths Repére,Hachette}

D

- )

Soient a et b deux réels. On a les équivalences suivantes :

» =1 << a=0. » e?>1 < a>0.
»et=e¢® «— a=b. » e <eb = a<.
|— Preuwve: Simple conséquences de la stricte croissance de la fonction exp. I

Applications page 117

Math ére, Hach
Exercices 55 a 64 page 141 ’ aths Repére, Hachette
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Exercice
2
1/ Résoudre dans R, Péquation ** T3 = ¢,
2/ Résoudre dans R, I'inéquation e3* = ¢”*¢,

Exercice résolu 4 page 133
Exercice résolu 5 page 134
QCM 33 page 139

Exercices 181 a 182 page 162

,Maths Repeére, Hachette

I1.4 Limites de référence

X
et —1
» lim =1.
rz—0 €T
X
lim ze® =0
» lim — =+ L - :
e T——00
\ J

Le terme de croissance comparée provient du fait que la premiére limite signifie que, au voisinage
de 0, la fonction e* — 1 se comporte comme la fonction z tandis que les deux derniéres montrent
la prépondérance en l'infini de la fonction exp sur cette méme fonction.

[ Démonstrations page 125 ,Maths Repére,Hachcttc}

Preuve:
|_ » La démonstration découle de la définition de la dérivée de exp en 0 :

r_ 1 xz _ 0
lim < = lim & xe :(exp)l(O)zeozl.

z—0 x x—0

» L’idée est la méme que pour la démonstration du théoréme (V). On compare cette fois expz a
2

% ‘en posant f la fonction définie par f(z) = e” — % clairement dérivable sur R.

On a f'(x) = €" — 2z > 0 d’aprés la démonstration du théoréme (V) donc f est strictement
croissante sur R et minorée par f(0) =0 sur R;.

s . T2 et
On en déduit que, Vo € R, e* > > = - > 5
€T xT
Comme lim z — +oo§ = +00, d’apres le théoréme de comparaison, on en déduit que lir_irrl — = +o0.
r—+o0 I
» Enfin, pour la deuxieme limite, on se rameéne a la précédente par un changement de variable
judicieux :
. z . X . 1
lim ze® = lim —Xe " = lm ——=-———"——F=0.
T——00 X —+4o00 X—4o00 € i (&
im —
X—400 X

1
5. A cause du quotient par x, comparer e¢® & x n’est plus suffisant. Le « 5 » n’est 1a que pour simplifier les

calculs.

II. ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE F.PUCCI
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Vrai ou faux 9 et 22 page 138
Exercices 87, 88, 90, 91, 93 et 94 page 143 ,Maths Repeére, Hachette
Exercices 183 a 195 page 162

,Maths Repeére, Hachette

Exercices 131 et 132 pages 147-148
Exercice 138 page 149

[ Exercices 175 et 176 pages 160-161 ,Maths Repére,Hachcttc}

Compléments

I11.1 Dérivée d’une composée

_ )

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Alors :

/
(eu> = x e

|— Preuwve: Simple application de la formule de la dérivée d’une fonction composée. I

Démonstration page 126

Vrai ou faux 20 et 21 page 138

QCM 26 page 139

Exercices 104, 106 a 108 et 112 page 144

,Maths Repére, Hachette

Exercice 124 page 145 ,Maths Repére,Hachcttc}

1I1.2 Fonction gaussiennes

Defivition 2

Soit un réel strictement positif, on définit les fonctions g sur R par :

[ Applications page 117 ,Maths Repére,Hachcttc}

[ Exercices 137 et 139 pages 149-150 , Maths Repére,Hachette}
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. —_ 2 /4 7 .
Remargue: La fonction 2 — g1(z) = e est communément appelée « fonction de Gauss ».

Par composition, on a les limites : lim gx(z) = lim gg(x) =0.
T—+00 T——00

Les fonctions g sont clairement dérivables sur R et on a :

g (z) = —2kxe k.

La dérivée g, est donc du signe de —z. Ce qui donne le tableau de variation et leur courbes
représentatives :

T —00 0 +00
9i () + 0 -
1
0 0
— } } ; } T T T i i T T T } ; } } >
-9 -8 —-7-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

EaMM‘%ues: Ces fonctions interviennent en probabilité avec la loi normale. Nous y reviendrons.
Leur représentation s’appelle des « courbes en cloches ».

I11.3 Fonctions d’atténuation

Defivition 2

Soit un réel k strictement positif, on définit les fonctions f sur R par :

i) = 2,

Par composition, on a les limites : lim fy(z) = +oo et lim fy(z) =0.
T——00 T—+00

III. COMPLEMENTS F.PUCCI



Chapitre . L'EXPONENTIELLE 151

Les fonctions fy sont clairement dérivables sur R et on a :

filz) = =Xe ™,

La dérivée est donc strictement négative sur R. Ce qui donne le tableau de variation et leurs
courbe représentatives :

Ee.MM‘%ue: Plus le coefficient A est important plus 'atténuation est grande.

On retrouve tres souvent ces fonctions en physique, par exemple :

» La loi de désintégration radioactive ot le nombre de noyaux en fonction du temps obéit a

la loi :
N(t) = Noe M.

» La décharge d’'un condensateur dans un circuit RC ot le courant obéit a la loi :

» Dans l'expression de la vitesse de la chute d’un corps dans un fluide ot la vitesse instantanée
obéit a la loi :

m
E&MM‘%J&: Comme lim wv(t) = —g, On constate alors que la vitesse d’un corps en chute
t—+o00 k
mg

libre dans l’air tend vers une vitesse limite : vy, = —.

k

{ Exercice 149 page 154 ,Maths Repére,Hachette}

Plus mathématiquement, les fonctions fy dont la dérivée est donnée, pour tout x réel par f}(z) =
—Xe™ ™ = —\fy(z) sont solutions de I’équation différentielle du premier ordre :

= —\f.

Exercice 163 page 156 ,Maths Repére,Hachette}
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But originel de la fonction exponentielle qui ont fait les beaux jours de quelques exercices de
terminale C il y a fort fort longtemps. Ce n’est plus au programme. Dommage !

Exercice 143 page 151
Exercices 145 et 146 page 152 ,Maths Repére, Hachette
Exercices 150 et 151 page 154

[ Exercices 156 et 157 page 156 ,Maths Repére,Hachette}
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» =1 < a=0. » e >1 < a>0.

J
Z|
c /
IR
VAR
[ ; |
I L’axe des abscisses est |
— asymptote a la courbe
[ /
N en —oo. /
/
p /
1
/ / Y

FNE
B

» b =¢® = a=0b. » et <eb = a<hb.
x —00 0 1 +0o0
(")’ +
“+00
¥ ;/
exp
—
0o—
ea
ea—i—b — % x €b ea—b =—
e
1
n —
(ea) — ena e a — e_a

La fonction exponentielle est un morphisme de groupes entre (R, +)
et (R*, x) : elle « transforme » les sommes en produits.

x — €” est I'unique fonction dérivable sur R telle que :

(ez)/ = ¢” et

ed = 1.

Vx € R, <exp(w)>/ = exp(z)

et

expx > 0.

p
lim e* =40 lim e =0
xr——+00 T——00
e —1 er
lim =1 lim — =+
x—0 €T r—+00 I
/
lim ze* =0 (€u> =ue"
Tr—r—0o0
N —
x n
Vn € N*| exp(z) ~ (1 + —> ) |
n

e~ 2,7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277240766303535475945713821785251664274 . . .



Terminale S - Devoir surveillé n° 4 Théme: Exponentielle - Probabilités Conditionnelles

ExPcue_utie_lle - Probabilites

Conditionnelles

Exercice CD'A'PV'QS Bac) Le but de 'exercice est de démontrer que 1’équation

1
e =~ (E)
x
admet une unique solution et de construire une suite qui converge vers celle-ci.

1/ Existence et unicité de la solution :
On note f la fonction définie sur R par f(z) =z —e™".

Démontrer que z est solution de (E) si, et seulement si f(z) = 0.

2/ Etude du signe de la fonction f :

(a) Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.

(b) En déduite que I’équation (E) posseéde une unique solution sur R, notée .

1
(¢c) Démontrer que « appartient & [5 ; 1].

3/ Deuxiéme approche :

On note g la fonction définie sur [0;1] par :

1+
g(x)_ 1+em'

(a) Démontrer que 'équation f(x) = 0 est équivalente & I’équation g(z) = x.
(b) En déduire que « est 'unique réel vérifiant g(a) = a.

(¢) Montrer que la fonction g est croissante sur [0; «].

4/ Construction d’une suite ayant pour limite « :

On consideére la suite (uy,)nen définie par :

ug = 0
Upt1 = g(un).
(a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :

0<up <upy1 < a.

(b) En déduire que (uy,)nen est convergente. On note ¢ sa limite.

(c) Justifier que g(¢) = £. En déduire, la valeur de /.

(d) A laide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de w4 arrondie & la sixiéme

décimale. Qu’en penser ?

F.PUCCI
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Exercice On dispose d'un dé cubique parfait A qui posséde une face verte, 2 noires et trois rouges.

A. Une premiere expérience consiste a lancer deux fois de suite ce dé :

1/ (a) On désigne par C l'événement « Au terme des deux lancers, les deux faces ont la
méme couleur. »
Calculer P(C).

(b) Calculer la probabilité que les deux faces aient des couleurs différentes.
2/ A lissue d’un jeu, les deux faces obtenues sont de la méme couleur.
Quelle est la probabilité que les deux faces soient vertes ?

B. On dispose d’un second dé cubique parfait B présentant quatre faces vertes et deux faces noires.

Voici une nouvelle expérience. On lance le dé B :

» sila face est verte, on relance B et on note la couleur obtenue;

» sinon, on lance le dé A et on note la couleur obtenue.

1/ Représenter la situation par un arbre pondéré.
2/ Calculer la probabilité d’obtenir deux faces vertes.

3/ Quelle est la probabilité d’obtenir une face verte au deuxiéme lancer ?

Exercice " ; .
ABCDFEFGH est un cube. B |

|
I et J sont les milieux respectifs des arétes [HG] [
et [AB]. |

!

|

[

|
Le point E est-il un point de du plan (ICJ)? )'_

/// C
A J B

11 vaut mieuz viser la perfection et la manquer que viser
limperfection et [’atteindre.

Bertrand Russell
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Contivvite - Probabilités

Conditionnelles

Exercice
1/ Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2* — 32 — 3.

(a) Démontrer que I’équation g(z) = 0 a une solution unique « dans R.
(b) Donner une valeur approchée de a & 107! pres.

(¢) En déduire le signe de g(z) sur R.

2/ f est la fonction définie sur R\ {—1;1} par :

22% 43
f(x) - $2 -1 N
(a Etudier les limites de f aux bornes de lintervalle.
2
(b) Montrer que pour tout z € R\ {-1;1}, f'(z) = %

(c

(d) Dans un repére orthonormé, tracer la courbe représentative de f.

Dresser le tableau de variation de f.

)
)
)
)

3/ Montrer que le point A de la courbe représentative de f d’abscisse « a pour ordonnée

3(2a+ 3)
o2 -1~

fla) =

ug = a

Exercice  Soit a un réel tel que —1 < a < 0. La suite (uy, )nen est définie par 9
Upt+1l = Uy + Up.

1/ Etudier le sens de variation de la suite (w,)nen.
2/ f est la fonction définie sur R par f(z) = 2% + x.

(a) Démontrer que, si x €] —1;0][ alors il en est de méme pour f(x).

(b) Montrer, par récurrence, que pour tout n € N :
-1 <u, <O0.

3/ Etudier la convergence de la suite (u,)nen et déterminer sa limite si elle existe.

156 F.PUCCI
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Exevcice En France, les statistiques font apparaitre que parmi les adultes, environ 4% des hommes
et 5% des femmes sont asthmatiques.

Dans la population, on considére I’ensemble des couples homme-femme.

Dans cet exercice, les résultats seront arrondis, si nécessaire, & 107 pres.

1/ Etude de I’état d’asthme du couple

On choisit un couple au hasard. On note H ’événement « L’homme est asthmatique » et F « La
femme est asthmatique ». On admet que les événements F et H sont indépendants.

(a) Recopier puis compléter le tableau de probabilités ci-dessous.

F F

H
H

(b) En déduire la probabilité de chacun des événements suivants concernant les deux adultes
du couple

» A : « Aucun n’est asthmatique ».

» B : « Un seul est asthmatique ».
» C: « Les deux sont asthmatiques ».

2/ Transmission de ’asthme au premier enfant
Les études actuelles montrent que :

» siaucun des deux parents n’est asthmatique, la probabilité que leur enfant soit asthmatique
est 0,1,

» si un seul des deux parents est asthmatique, la probabilité que leur enfant soit asthmatique
est 0,3,

» si les deux parents sont asthmatiques, la probabilité que leur enfant soit asthmatique est
0,5.
On note E I'événement « le premier enfant du couple est asthmatique ».
(a) Construire un arbre illustrant cette situation.
(b) Calculer P(E).
(c) Calculer les probabilités conditionnelles Pg(A) et Pg(A). Interpréter ces deux résultats.
)

(d) Quelle est la probabilité qu'un enfant non asthmatique ait au moins I'un de ses parents

asthmatiques.
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CHAPITRE

Géométrie vectorielle

5

i S92 OMME en seconde, 'apport de la géométrie vectorielle va considérablement simplifier les
i

AT

\ % )’) problemes de géométrie.

‘\\/ O

On commencera tout d’abord par prolonger les notions du plan, a I’espace puis nous caractérise-
rons les éléments fondamentaux de ce dernier, & savoir droites et plans, par leur représentation

paramétrique.

\

Sommaire

159
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n Rappels et prolongements

La notion de vecteurs étudiée dans le plan en 1*®* S peut naturellement étre étendue a l’espace.
Un vecteur est défini par la donnée d’une direction, un sens et une longueur (qu’on appelle la
norme du vecteur).

Rappels | (Définition)

Un vecteur 4 = 1@ #* 6) est donc défini par :
» une direction : celle de la droite (AB),
» un sens : celui de A vers B,

» une norme ou distance notée HAgH = AB.

L’addition de deux vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un réel sont définies comme
dans le plan et ont les mémes propriétés. De méme pour 1’égalité entre vecteurs :

Rappels 2 (Vecteurs égaux)

. AB + BC = AC. (Relation de Chasles)

» Deux vecteurs E et C@ sont égaux si, et seulement si, ABDC est un
parallélogramme :

E = C@ <= ABDC est un parallélogramme.

» ABCD est un parallélogramme <= zﬁ = E + E

sl
bd

Rappels 3 (Vecteurs colinéaires et alignement)

» Deux vecteurs 4 et ¥ sont colinéaires si, et seulement si, il existe un réel k
tel que ¥ = k@ ou si 'un d’eux est nul.

» Trois points A, B et C sont alignés <= dk € R, tel que ﬁ = kﬁ

I. RAPPELS ET PROLONGEMENTS F.PUCCI
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Ee.MM-%)e.: Le vecteur nul 0 est colinéaire a tout vecteur.

Exercices 29 et 30 page 308 , Maths Repére,Hachette}
On obtient alors immédiatement une caractérisation vectorielle d’une droite de ’espace :

Rappels 4 (Droites et vecteurs directeurs)

» La droite passant par un point A et de vecteur directeur un vecteur « non
nul est ’ensemble des points M tels que :

AM = k@, Vk €R.

» En particulier, la droite (AB) est 'ensemble des points M tels que :

AM = kAB, Vk € R.

r—[Q.orallAire ) (Parallélisme I)} .

» Deux droites sont paralleles si, et seulement si leurs vecteurs directeurs sont coli-
néaires.

» En particulier, deux droites (AB) et (C'D) sont paralléles si, et seulement si 3k € R,

tel que :
CD = kAB.

Exercice Soient ABCDIJKL un parallélépipede rectangle et G, le centre de gravité du tri-
angle BIK.

Montrer que les points J, D et G sont alignés.

. . A . . 7 / — I —
1. ou, ce qui revient au méme, s’il existe un réel k' tel que & = k'v.

F.PUCCI I. RAPPELS ET PROLONGEMENTS
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Repérage dans ’espace

I1.1 Vecteurs coplanaires

_ )

Soient A, B et C trois points non alignés de I’espace.
Le plan (ABC) est 'ensemble des points M tels que :

m:mzﬁ+yﬁ, V(x; y) e R

(z ; y) sont alors les (uniques) coordonnées du point M dans le repere (A, E, E) du
plan (ABC).

EeMAr%ae: On dit aussi que le vecteur AM s’exprime comme une combinaison linéaire des

vecteurs zﬁ et zﬁ .

Prewve: Comme les points A, B et C ne sont pas alignés, le triplet (A, zﬁ , z@) forme un repére du
|_p1an (ABC).

D’apres un théoréme de premiere, pour tout point M du plan (ABC), il existe donc un unique couple de
-—
réels (z ; y) tels que AM = +AB + yA(3

Réciproquement, soit x et y deux réels tels que m = xﬁ + yﬁ
Le point N défini par ﬁ = xﬁ appartient a la droite (AB), donc au plan (ABC).

Ona: m = m—{-NM = zﬁ +NM d’'ou NM = ym par unicité de la décomposition. M appartient
donc & la parallele & (AC) passant par N qui est incluse dans le plan (ABC), donc M appartient au plan

(ABC). |
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Delivition |

Un plan (&) est défini par la la donnée d’un point A et de deux vecteurs @ et ¥ non
colinéaires.

Tout point M de () est alors caractérisé par la donnée d’un couple unique de réels
(z; y) tels que :

—
AM = xud + yv.

On dit alors que @ et ¥ sont les vecteurs directeurs du plan ou encore une base de ce plan.

r—{ccroHAJm ) (Parallélisme II)} .

» Deux plans sont paralléles si, et seulement si ils sont dirigés par le méme couple
de vecteurs directeurs (u ; ¢)) non colinéaires.

» Une droite (2) est parallele & un plan () si, et seulement si un vecteur directeur
de (2) est un vecteur du plan (22).

Defivition 2 (Coplanarité)

» On dira que trois vecteurs u, ¥ et W sont coplanaires si, et seulement si on peut
exprimer le vecteur w en fonction de u et .

- =

i, U et @ sont coplanaires <= 3(t; s) € R? /1§ = til + sv. (8.1)

» On dira que quatre points A, B, C' et D sont coplanaires si, et seulement si
3(t; s) e R?/AD = tAB + sAC.

Applications page 289

Exercices 41 et 42 page 310 »Maths Repére, Hachette

La relation (8.1) est équivalente a lexistence de trois réels (« ; 5 ; 7) non tous nuls tels que :

0.

ot + fU + vy

On dit alors que les vecteurs i, U et & sont liés (par une relation de dépendance). Dans le cas
contraire, on dit qu’ils sont libres.

EaMMriue: Le vecteur w est combinaison linéaire des vecteurs u et . Méme chose pour Aﬁ avec

les vecteurs z@ et ﬁ .
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Exemple I:

Dans le cube ABCDEFGH ci-contre :

» Les vecteurs ﬁ, 1@ et ﬁ sont copla-

naires.

» Les vecteurs E, ﬁ et ﬁ ne sont pas co-
planaires.

» Les vecteurs /@, E et Iﬁ sont copla-

naires.

' = VROV Si des points sont dans un méme plan, 3 vecteurs obtenus & partir de ces points

sont nécessairement coplanaires mais des vecteurs peuvent étre coplanaires sans que des points
formant leurs extrémités soient dans un méme plan.

Exercice  On considére un cube ABCDEFGH. On note I, le milieu de [BE] et J, celui de [FG].

Montrer que les vecteurs ﬁ , 17 et B? sont coplanaires.

11.2 Reperes de I’espace

Ici encore, on prolonge les résultats du plan sans difficultés :

Defivition 3

_>

Un repére (O; 77 k) de l'espace est constitué d’un point origine O et de trois vec-
%
7

. —
teurs non coplanaires ¢, 7 et k.

» Tout point M de I'espace est alors défini de maniere unique par la relation :
— —
OM=a7 +y7 +2k.

» Les trois réels x, y et z, dans cet ordre sont appelés les coordonnées du point M
dans le repeére (O; 7; 7; k) : x correspond a labscisse, y & 'ordonnée et z a la
cote.

» Le repere (O; 7T

TN = 171 = |

) est dit orthonormal si, et seulement si

= =

|-

=
— 7 et k sont orthogonaux deux a deux.
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On a alors les relations :

Rappels S

/

55 55
» Soient @ [y |, ¥ |y | et k € R. Alors :
/
z z

z+x kx
T+v=|y+vy et kii=|ky
z+ 2 kz

> E:(xB_l'AS YB — YA ; ZB—ZA)-

» Silest le milieu de [AB] :

I<$B+$A _YBptya ZB+ZA>
2 ’ 2 ’ 2 '

» U= (a; b; c¢) dans un repere orthonormal :

||| = Va2 + b2 + ¢2.

En particulier, )EH = \/(xB —24)%+ (yp —ya)® + (2B — 24)2.

[ Applications page 291 Maths Repére, Hachette

Exercices 31 a 38 page 309 ’

= VaplelVl 11 n’existe pas, dans lespace”, de critére de colinéarité pour deux vecteurs
comme dans le plan.

Methode | (Vecteurs colinéaires)

Pour montrer que deux vecteurs sont colinéaires, il faut et il suffit de montrer que leurs
coordonnées sont proportionnelles

2. Bien stir que si!...mais pas en terminale S.
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Exemple 2: Soient quatre points A(2; 0; 1), B(1; =25 1),C(5; 5; 0).

1/ Montrons que A, B et C ne sont pas alignés.
Il suffit de montrer que ﬁ et /@ , par exemple, ne peuvent étre liés par une relation de colinéarité.
Or, /@ (=1; —2; 0)et ﬁ (3; 5; —1) (ie) la derniére coordonnée de ﬁ ne peut &tre multiple
de celle de /@ qui est 0 donc les points A, B et C ne peuvent étre alignés.

2/ Posons D (—3; —5; 6) et montrons que les points A, B, C et D sont coplanaires.

D’apres la définition (2), les point A, B, C et D sont coplanaires si, et seulement si on peut
exprimer E en fonction de E et A

Cherchons donc s’il existe un couple (a ; b) de réels tel que ﬁ = aﬁ + bﬁ (ie) si le systéme
-5 -1 3
—5|=a|—-2]|4+b| 5 | possede une solution .

) 0 -1

En identifiant, on obtient le systéme suivant :

—a+3b = -5 —a—15 = -5
—2a+5 = -5 <— —2a—25 = -5
-b = 5 b = -5

Dot a = —10 et b = —5. Les points A, B, C et D sont coplanaires.

ReMAv-iue: Pour déterminer a et b, il faut résoudre un systéme a trois équations a deux inconnues. Une
équation, si elle n’est pas une combinaison linéaire des deux autres, peut alors étre incompatible avec
les deux autres. Dans ce cas les coefficients a et b n’existent pas et les points sont alors non coplanaires.

ExeMPle 2: Soient les points A (6 ; 8; 2),B(4; 9; 1) et C(5; 7; 3) dans un repére orthonormal.
Montrons que le triangle ABC est rectangle.

Afin d’utiliser la réciproque du théoreme de Pythagore, on calcule les longueurs suivantes :

AB=(-2;1; -1) d'ot AB?=441+41=6
AC = (~1; -1; 1) d’ott AC? =1+1+1=3
BC=(-1; —2:2) d'on BC?=1+4+4=9.

On a donc AB?+ AC? = 6+3 = 9 = BC?. D’aprés la réciproque du théoreme de Pythagore, le triangle
ABC est donc rectangle en A.

Exercice  On reprend I'exemple (1) et on considére le repere (A; AB : jﬁ; Al ).

1/ Dans le repére choisi, déterminer les coordonnées des points J, G et D.

2/ En déduire que les points J, G et D sont alignés.

Exercices 44 a 47 pages 310-311 , Maths Repere, Hachcttc}

4. Par exemple!
4. Forcément unique d’aprés le théoréme (I).
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E Droites et Plans

II1.1 Représentation paramétrique d’une droite

~ Theoreme Il ~
Soit la droite (A) passant par le point A(z4; ya; za) et de vecteur directeur
d(a; b; c).

La droite (A) admet donc un systéme d’équations paramétriques, appelé représentation
paramétrique, de la forme :

r=x4+ta
(A): Sy=ya+tb,teR.
2=z +tc

Applications page 293
QCM 1, 2 et 10 page 306 , Maths Repeére, Hachette
Vrai ou faux 21 et 22 page 307

oy
Prewve: Il suffit simplement de traduire le fait que M (z; y; z) € (A) <= AM et U sont
|_colinéaires (ie)

T—xA a
3teR/AM =t4 <= 3teR/ |y—ya| =t
Z—ZA

r—x4 =ta
<~ JteR/ ( y—ya=1tb
z—zpa =tc
r=xa+ta
<~ JteR/ Cy=ya+tdb
2z =2za+tc

—

Remargue: Pour une demi-droite, il suffit de remplacer ¢t € R, par ¢ € [a;+oo[out €] —o0;al,
par exemple, pour des demies-droites fermée et ouverte respectivement.

Pour un segment il suffira de remplacer par t € [a; 3 ].

{ Exercices 85 a 88 page 315 ,Maths Repére,Hachcttc}

Exemples 4:

1/ La représentation paramétrique de la droite (2') passant par A(2; 1; —1) et de vecteur direc-

teur @(0; 1; —1) a pour représentation paramétrique :
=2
(2): Cy=1+t ,teR.
z=—-1-1
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2/ Soient A et B deux points de 'espace ayant pour coordonnées respectives :
A(-2;1;0) et B(2;3;1).

(a) La droite (AB) passe par A et a pour vecteur directeur le vecteur AB (4;2; 1) donc a
pour représentation paramétrique :

r=—-2+4+4t
(AB) : y=142t ,teR. (8.2)
z=t

Les points A et B sont respectivement obtenus pour ¢t =0 et ¢t = 1.

C’est aussi la droite passant par B et de méme vecteur directeur donc elle a aussi pour
représentation paramétrique :

r=2+4t
(AB): ¢ y=3+2t,teR. (8.3)
z=1+t
Les points A et B sont respectivement obtenus pour t = —1 et ¢t = 0.

On dit que ces deux représentations paramétriques sont associées a une méme droite ou
sont équivalentes.

(b) Pour déterminer la représentation du segment [AB] il faut d’abord trouver pour quels valeurs
du parametres dans la premiére représentation (8.2) de (AB] on obtient les points A et B.

Pour ¢ = 0, on obtient le point A clairement. Quant au point B, la résolution de trois petites
équations donnent ¢t = 1.

r=-2+4+4t
Dou [AB]: ¢ y=1+2t ,te[0;1].
z=1

(¢) Pour la demie-droite [AB), le parameétre ¢ doit étre positif pour avoir le point B, on a donc

T =-—2+4+4t
[AB) : y=14+2t |, teR,.
z=1t

(d) Enfin, pour la demie-droite [BA), deux méthodes : Soit on part toujours de la représentation
précédente (8.2) et le parameétre ¢t doit alors étre inférieur a 1 :

r=-2+4+4t
[BA):  y=1+4+2t ,te€]—o0;1].
z=1

Soit, on part de la deuxiéme représentation (8.3) de la droite (AB) et dans ce cas, le
parametre t doit étre négatif pour que la point A appartienne a la demie-droite :

=244t
[BA): { y=3+2t,teR_.
z=14+1
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Exercice Les représentations paramétriques suivantes sont-elles associées & une méme droite ?

r=2t—1 r=3—06s
y=t ,teER et y=-3s+2, seR
z=1-3t z2=9s—5

Correction: Plusieurs méthodes pour ce type d’exercices :

1/ On montre que les droites passent par deux mémes points distincts. Par exemple, pour ¢t = 0
et s = —, les deux droites passent par A(—1; 0; 1) et pour ¢t = 8 et s = —2, les deux droites

passent par B (15 ; 8; —23).

2/ On montre que les deux droites passent par un méme point et ont des vecteurs directeurs coli-

néaires. Par exemple, le point A appartient qux deux droites et les vecteurs @] (2;1; =3) et
b (-6; =3;9) = —2u1 sont respectivement deux vecteurs directeurs des droites précédentes et
colinéaires.

Ces deux représentations paramétriques sont celles d’'une méme droite.

Exercice (Positions relatives de droites) Dans un repére de I'espace, on considére les droites
(Dy), (D2) et (Ds) représentées par :

r=—-1+4+2t r=8—6t r=6+1
(Dy):  y=4t ,tER, (Do): cy=1—-12t, teR et (D3): S y=—-1+3t, t€R
z=5—-3t z=9t—-2 z=2-2t

1/ Montrer que (D7) et (D2) sont strictement paralléles.

2/ Montrer que (D) et (D3) sont sécantes en un point M dont on donnera les coordonnées.

Exercices 91 et 92 page 316 , Maths Repére,Hachette}

Exercice (Intersection d'uve droite et d'uve sphere) Soit A(1; —2; 3) un point donné
et (3 ; 2; —1). un vecteur de lespace.

1/ Rappeler I’équation paramétrique de la droite (2) passant par A et de vecteur directeur .

2/ Déterminer ’équation réduite de la sphére (S) de centre (1 ; —1; 2) et de rayon v 10.

3/ Déterminer les coordonnées des points d’intersection, s’il en existe, de la droite (2) avec la
sphere (S).

Correction: 1/ D’apres le cours, on a immédiatement :

r=1+43t
(2): S y=—-24+2t,teR.
z=3—1
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x
2/ Soit M | y | un point quelconque de lespace.
z

M e (S) < QM =10

— QM? =10 (On éléve au carré)

= (ro—2)* + (yo —y)* + (20 — 2)> = 10

—= (1—2)+(-1-y)?+(2-2)2=10 (Equation réduite de (S))
= 24y 422 -2 4+2y—42—-4=0. (Equation développée de (S))

3/ Le point M appartient & (2) N (S) si, et seulement si ses coordonnées sont solutions du systéme :

r=1+43t
y=-2+2t,teR
z=3—1

2?4y 422 - 2042y —42—4=0.

(ie) si et seulement s’il existe un réel t € R tel que :

r=14+3t, y=-24+2t, z2=3-1
(143 + (2420 + (3 —1)* =21 +3t) +2(—2+2t) —4(3—t) —4 = 0.

On développe et simplifie la derniere équation :

— r=14+3t, y=-2+4+2t, 2=3-1
Tt2 —3t—4=0.

4
La derniere équation admet deux solutions réelles qui sont 1 puis — On trouve alors :

» Pourt=1,M;(4; 0; 2).
5 22 25)

4
> Pourtz—?,M2 <—§7 IR

La droite (2) coupe donc la sphére (S) en les deux points M7 et My trouvés ci-dessus.

II1.2 Représentation paramétrique d’un plan

Soit un plan (&) défini par un point A (x4 ; ya ; z4) et deux vecteurs non colinéaires
ia; bsc)etT(a; B 7).

Le plan (&) admet donc un systéme d’équations paramétriques, appelé représentation
paramétrique, de la forme :

T =x4+ta+ sa
ya+tb+sp , (t; s) € R%
z=2zA+tc+ sy

(2):
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|— Prewuve: 11 suffit de traduire la définition (2) :

M(x;y;z)e(@)<:>E|(t;s)€R2/m:t7+s7

T—xa a a
— J(t;s)eR?/ |y—ya| =t|b]| +s|8
z—za c v

r— x4 = ta+ s«
— A(t;s)eR?/ { y—ya=tb+sp
z—2za=tc+ sy
r=xa+ta—+ s«
= J(t;s)eR/ Cy=ya+tb+sp
2 =2za+tc+ sv

—

Exercice 84 page 315 ,Maths Repeére, Hachcttc}

Exemple S: Considérons le plan (&) défini par :

r=2+3t
(P): {y=—1+s , (t;s)cR%:
z=44+t—s

» Le point A(3; 2; —1) appartient & (£?).

3 0
» Les vecteurs @ [ 0 | et 7| 1 | sont deux vecteurs directeurs de (7).
1 -1
» Le point B (3 ; 2; 1) appartient-il & (£?)?
243t=3
Si c’était le cas alors le systeme —1+ s =2 aurait un couple solution. Voyons cela!
44t—s=1
En résolvant, on obtient :
1
24+3t=3 t= 3
—1+s5=2 < s—3
dti-s=1 Att—s=1

1
Comme 4 + = — 3 # 6, la derniére équation est incompatible avec les deux premiéres donc ce
systéme n’admet pas de solution : B ¢ (7).
» Et quen est-ilde C(5; —2; 6)7

On résout, de méme, le systéme ci-dessous :

24+3t=5 t=1
—14+s=-2 <— s=—1
44t—s=06 44+t—s=06

La derniére égalité est, cette fois, vérifiée : le point C' appartient donc a (£2).

Exercices 95 et 96 page 316 , Maths Repére,Hachette}
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- . N PEREY — — 1
Exercice  Dans un repére, on considére A(—1; 1; 2),4(1; 0; 1) et @ (5 ; —1; 1).

1/ Donner une représentation paramétrique du plan (A4 ; @ ; 7).

2/ Déterminer lintersection (2) de ce plan et du plan (O ; 7; 7). On précisera un point et un
vecteur directeur de (2).
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Extraits de bac

Exercice (Centres etranvgers 20IS)  Soit a un nombre réel fixé non nul.

Le but de cet exercice est d’étudier la suite (u,) définie par :

up =a et, pour toutnde N, u,4; = e2ltn _ gln,

On remarquera que cette égalité peut aussi s’écrire : u,.1 = "™ (e*» —1).
+

1/ Soit g la fonction définie pour tout réel x par :

g(x) = e* —e” — .

(a) Calculer ¢'(x) et prouver que, pour tout réel = : ¢'(z) = (e” — 1) (2¢* + 1).
(b) Déterminer les variations de la fonction g et donner la valeur de son minimum.

(¢) En remarquant que t,41 — U = g (un), étudier le sens de variation de la suite (uy,).

2/ Dans cette question, on suppose que a < 0.

(a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, < 0.
(b) Déduire des questions précédentes que la suite (u,) est convergente.

(¢) Dans le cas ou a vaut 0, donner la limite de la suite (uy,).

3/ Dans cette question, on suppose que a > 0.
La suite (u,) étant croissante, la question 1. permet d’affirmer que, pour tout entier naturel
N, Up = a.
(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a : upy1 — un = g(a).
(b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a :
un 2 a+mnxgla).

(¢) Déterminer la limite de la suite (uy,).

4/ Dans cette question, on prend a = 0,02.

L’algorithme suivant a pour but de déterminer le plus petit entier n tel que u,, > M, ou M
désigne un réel positif. Cet algorithme est incomplet.

Variables n est un entier, u et M sont deux
réels

u prend la valeur 0,02
Initialisation n prend la valeur 0

Saisir la valeur de M
Traitement Tant que ...

Fin tant que

Sortie Afficher n

(a) Sur la copie, recopier la partie « Traitement » en la complétant.

(b) A Daide de la calculatrice, déterminer la valeur que cet algorithme affichera si M = 60.
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Exevcice (Asie 2014) Une chaine, suspendue entre deux points d’accroche de méme hauteur peut
étre modélisée par la représentation graphique d’une fonction g définie sur [—1 ; 1] par

1
g(x) — 2_a (eam +e—am)

ol a est un parametre réel strictement positif. On ne cherchera pas a étudier la fonction g.

On montre en sciences physiques que, pour que cette chalne ait une tension minimale aux extrémités,
il faut et il suffit que le réel a soit une solution strictement positive de ’équation

(x—1)e*" =1 -z =0.

Dans la suite, on définit sur [0 ; +oo la fonction f par f(z) = (z —1)e** — 1 — 2z pour tout réel x > 0.

1/ Déterminer la fonction dérivée de la fonction f.

Vérifier que f/(0) = —2 et que hIJIrl fl(z) = +oo.
Tr—r+00

2/ On note f” la fonction dérivée de f’.

Vérifier que, pour tout réel z > 0, f”(x) = 4xe®.
3/ Montrer que, sur I'intervalle [0 ; +oo[ la fonction f’ s’annule pour une unique valeur, notée .

4/ (a) Déterminer le sens de variation de la fonction f sur Uintervalle [0 ; 400, puis montrer que
f(z) est négatif pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0 ; xo].
(b) Calculer f(2).
En déduire que sur l'intervalle [0 ; 4o0[, la fonction f s’annule pour une unique valeur.

Si 'on note a cette valeur, déterminer a l’aide de la calculatrice la valeur de a arrondie au
centieme.

5/ (Pas eneore) On admet sans démonstration que la longueur L de la chaine est donnée par
I’expression

1
L :/ (e‘” —|—e_‘”) dx.
0

Calculer la longueur de la chalne ayant une tension minimale aux extrémités, en prenant 1,2
comme valeur approchée du nombre a.

lim J‘%_m — 6111

n—-+oo

Un éleve
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Fiche 0°7: Géométrie davs ['Espace

Droite et Plan

“e T=x4+toq
~® . ( y=ya+th
Q= _
<t ..% A YA 24) Z=ZA + t71

=
—
.‘% Q M € (AB) <= AM et AB sont colinéaires.
S5 —
A< s Tk € R, tel que AM = kAD
<= Leurs coordonnées sont proportionnelles.
o 1
U) i \\ o T =x4+ tag + say
— -
§ " @ M =ya +161+ 562
tg — /o) B zZ=zA+ty+ sy
) 1
: (7’1/
=
= Qg [
3 s AB B1 | et AC| B2 | non colinéaires — vecteurs directeurs de (ABC).
g < 71 V2
= 2 | 7 normal & (ABC) <= 7/ normal & 2
f § vecteurs non colinéaires de (ABC) axr+by+cz+d=20
—
2 WAB =.AC =0
g - —
= M e (ABC) < AM, AB et AC' sont coplanaires.
O -_— —
+ — 3 (z; y) € R% tel que AM = mﬁ +yAC
Q N ? TA
< <= M (z ; y) dans le repere (A, AB, AC) du plan (ABC)
——
= AM.7 =0
Delivition 4

On dit que deux droites () et (Z') sont :

» Perpendiculaires si, et seulement si, (7) et (7') se coupent perpendiculairement.
» Orthogonales si, et seulement si, il existe une droite (A) parallele & () qui est
perpendiculaire & (7).

...un des vecteurs directeurs de () est
normal au plan ().

... Il existe deux droites sécantes de (&)
perpendiculaires a (7).

.. (7) est orthogonale a toutes les droites de

().

(7) L () si, et seulement si ...

F.PUCCI



Fiche n°7: Géométrie dans I'ESPAA&

Positions relatives de deux droites (7) et (/)

(7) et (') coplanaires

(2) et (2') non

coplanaires

Strictement

Sécantes paralloles Confondues
oW
2| e | LR
\\\ (A)
\\\\\\\\\\X\\\\\\\\\\\\\ () Aucun point Au moins 2 points
(A) d’intersection d’intersection
Un unique point (7) et (') sont perpendiculaires & un

d’intersection méme plan.

Toute perpendiculaire & (7) est orthogonale a (7).

Les vecteurs directeurs de (7) et (#') sont orthogonaux a un méme
— } T =T =
vecteur 7 (un vecteur normal du plan) : o = v =0.

Il n’existe aucun
plan contenant (%)
et (7))

ya+th =yp +t' 5

T A +7f041 =B +t’a2
(S)
za+ty =z +t7

(S) a un unique a Qg
couple solution 0 b1 ] et o [ | sont colinéaires
(to 5 to)- M V2

Les équations de (S)
sont incompatibles.

A

Soient (2) C (2) \
(72') c ()

Si (/) et (Z') sont sécants en une
A
droite (A) alors { (2) / (A) (A)

_

o

et (2) /| (7).

(2') [/ (D).
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Fiche n°7: Géométrie dans I'ESPAA&

Positions relatives d’une droite () et d’un plan ()

(7) et () sécants

(7) contenue dans ()

(7) et () disjoints (ou
strictement paralléles)

n

N
\

D\

Il existe une droite (7') de () parallele & (7).

Aucun vecteur directeur de ()
n’est coplanaire avec (7).

Tout vecteur directeur de () est coplanaire avec (7).

U A0

U =0

VAe (7)), Ae (7).

VAE (7), A4 (7).

(7)n(7)=4

()N (7)=(2)

N (7)=0

Pour trouver (7) N (), on che

rche §'il existe des points appartenant a (7) et a (7).

Pour déterminer 'intersection
()N (2) :

\\ \ AR -

AR
(2

(7"

Si une droite () est paralléle & deux plans (/) et (£') sécants

N\
.

N2

en une droite (7) alors (7) et (2') sont paralléles.

A\
X\§§§\§

\

1/ On trouve un plan (') qui contient () et sécant a (/).

2/ On détermine la droite (7'

)= (2)n (2.

3/ A=(2)n(2') = (2)N (D).

ar+by+cz+d=0
r=x5+ta

y=ya+tp
Z=zA+ty

(S): {

(8) posséde une unique
solution.
(On trouve t puis z, y, 2)

(8) posséde une infinité de
solutions.

(La premiére équation est une

combinaison des 3 derniéres)

(8) ne posséde pas de solutions.
(Les équations sont
incompatibles)
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Fiche n°7: Géométrie dans I'ESPAA&

Positions relatives de deux plans (/) et (')

(7) et (') sécants

() et (") confondus

(7) et (') disjoints (ou
strictement paralléles)

\}\y\ \\\

RN

A0 |
<.

S 0

\\

Tout couple (1 ; ) de vecteurs directeurs de () dirige (2').

Pour tous vecteurs u et ¢/ non
colinéaires de (.%7), on peut
trouver un vecteur @ de (')
non coplanaire avec eux.

Tout vecteur 0 de (')
' non colinéaires de (7).

est coplanaire avec deux vecteurs U et

Il existe une droite (7') de (')

Il existe 2 droites de (') sécantes et paralléles a ().

non paralléle & ()

() et (') sont perpendiculaire & une méme droite

- . .
7 et n’ sont non colinéaires

- o
7 et n' sont colinéaires

JAe (7)n (2.

JA€ (V) et Ag (7).

(2)N (7)) =(2)

(20 (@) =(7)

()0 (7) =0

Pour trouver (Z) ou pas, on cherche s’il existe deux points distincts M et N appartenant a (/) et

a (7).

©): {

ax + by + cz 4+ d
dex + Vy + dz + d

0
0

x et y s’expriment en
fonction de z

Les deux équations sont
proportionnelles

a a
bl =k|V
c d

7

) mais d # kd'

(7) L(7) =

=)
s
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(7), (2) et (%)

TS.

£

7
2

2

7

&&mwwwww M

)
[ trop compliqué en

Fiche n°7: Géométrie dans I'ESPAA&
-0 L
=0 2
=0 3

Intersection de trois plans

+bhiy+ciz+dy
+ bgy + oz + do
+ b3y + c3z + d3

D D
NV

a1
(8): ¢ axx
asx

D
—— gl A iy
L 07 £9E|8 5 58
e At IS <2
= A (R =
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Terminale S - Feuille d’exercices n° 6 Theéme: Extraits de bac

Extraits de bac

Exercice (Polyvesie 2014  Soient f et g les fonctions définies sur R par

flz)=¢e" et g(x)=2e> —1.
On note Cy et Cy les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repere orthogonal.

1/ Démontrer que les courbes Cy et C4 ont un point commun d’abscisse 0 et qu’en ce point, elles
ont la méme tangente A dont on déterminera une équation.

2/ Etude de la position relative de la courbe C, et de la droite A
Soit h la fonction définie sur R par h(z) = 2¢% — 2 — 2.

(a) Déterminer la limite de la fonction h en —co.
3 2
(b) Justifier que, pour tout réel x, h(x) = x <% -1- —>.
2 X
En déduire la limite de la fonction h en +o0.

(c) On note A’ la fonction dérivée de la fonction h sur R.
Pour tout réel x, calculer h'(z) et étudier le signe de h'(z) suivant les valeurs de .

(d) Dresser le tableau de variations de la fonction h sur R.
(e) En déduire que, pour tout réel z, 2e% —1 >z + 1.

(f) Que peut-on en déduire quant & la position relative de la courbe C,4 et de la droite A?

3/ Etude de la position relative des courbes C; et C,
(a) Pour tout réel x, développer I'expression (eg — 1)2.

(b) Déterminer la position relative des courbes C¢ et Cg.

Exercice (Amérigue du Nord 2014)  On considere la fonction f définie sur [0 ; +oof par

f(x) =5e"" —3e™2* + 1 — 3.

On note Cy la représentation graphique de la fonction f et D la droite d’équation y = x — 3 dans un
repere orthogonal du plan.

Partie A : Positions relatives de Cy et D

Soit g la fonction définie sur Iintervalle [0 ; +oo[ par g(z) = f(x) — (z — 3).

1/ Justifier que, pour tout réel x de I'intervalle [0 ; 4+o0[, g(x) > 0.

2/ La courbe Cy et la droite D ont-elles un point commun ? Justifier.
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Théme: Extraits de bac Terminale S - Feuille d’exercices n° 6

Partie B : Etude de la fonction g

On note M le point d’abscisse = de la courbe C¢, IV le point d’abscisse = de la droite D et on s’intéresse
a ’évolution de la distance M N.

1/ Justifier que, pour tout x de lintervalle [0 ; +oof, la distance M N est égale a g(x).

2/ On note ¢’ la fonction dérivée de la fonction g sur lintervalle [0 ; 4oo].

Pour tout x de l'intervalle [0 ; +oo], calculer ¢(z).

3/ Montrer que la fonction g posséde un maximum sur 'intervalle [0 ; 4+o00[ que 'on déterminera.

En donner une interprétation graphique.

Exevcice Partie A

Soit f la fonction définie sur R par :

3
@)= em

Sur le graphique ci-apres, on a tracé, dans un repére orthogonal (O; e 7)

C de la fonction f et la droite A d’équation y = 3.

, la courbe représentative

¥ ¥

<l

1/ Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur R.
2/ Justifier que la droite A est asymptote & la courbe C.

3/ Démontrer que I'équation f(z) = 2,999 admet une unique solution « sur R.

Déterminer un encadrement de a d’amplitude 1072,
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Terminale S - Feuille d’exercices n° 6 Theéme: Extraits de bac

Exercice CPouAid\ev-_Lj 20I1S) Partie A

Soit (uy,) la suite définie par son premier terme ug et, pour tout entier naturel n, par la relation

Unt+1 = aun, + b (a et b réels non nuls tels que a # 1).

b

1—a’

On pose, pour tout entier naturel n, v, = u, —

1/ Démontrer que, la suite (v,) est géométrique de raison a.

2/ En déduire que si a appartient & Uintervalle | — 1 ; 1], alors la suite (u,) a pour limite i

Partie B

En mars 2015, Max achete une plante verte mesurant 80 cm. On lui conseille de la tailler tous les ans,
au mois de mars, en coupant un quart de sa hauteur. La plante poussera alors de 30 cm au cours des
douze mois suivants.

Des qu'’il rentre chez lui, Max taille sa plante.

1/ Quelle sera la hauteur de la plante en mars 2016 avant que Max ne la taille ?

2/ Pour tout entier naturel n, on note h,, la hauteur de la plante, avant sa taille, en mars de 'année
(2015 + n).
(a) Justifier que, pour tout entier naturel n, hp41 = 0,75k, + 30.

(b) Conjecturer a I’aide de la calculatrice le sens de variations de la suite (hy,).

Démontrer cette conjecture (on pourra utiliser un raisonnement par récurrence).

(¢) La suite (hy,) est-elle convergente ? Justifier la réponse.

Exercice  Pour chacune des quatre affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en
justifiant la réponse.

Affirmation 1 : Toute suite positive croissante tend vers +oo.
Affirmation 2 : On considére les points E (2;1;-3),F (1;-1;2) et G (-1; 3; 1) dont les coordonnées
sont définies dans un repére orthonormé de l’espace.

Une représentation paramétrique de la droite (EF) est donnée par :

r = 2t
y = —=3+4 ,t eR
z = T7-—10t

Affirmation 3 : La figure ci-dessous représente un cube ABCDEFGH.

Les points I et J sont les milieux respectifs des H 1 G
arétes [GH] et [FG]. Les points M et N sont les !
centres respectifs des faces ABFE et BCGF. E ' - J I~
|
Les droites (I1J) et (MN) sont : !
| N|
1/ perpendiculaires M T
/I. .
2/ sécantes, non perpendiculaires — !
3/ orthogonales De=mmmmmm -»C
4 1lel /
/ paralleles N :
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Exercice Partie A
f est une fonction définie et dérivable sur R. f’ est la fonction dérivée de la fonction f.

Dans le plan muni d’un repeére orthogonal, on nomme C; la courbe représentative de la fonction f et
Co la courbe représentative de la fonction f'.

Le point A de coordonnées (0; 2) appartient & la courbe Cy.

Le point B de coordonnées (0; 1) appartient & la courbe Cs.
1/ Dans les trois situations ci-dessous, on a dessiné la courbe représentative C; de la fonction f. Sur

I'une d’entre elles, la courbe Cy de la fonction dérivée f’ est tracée convenablement. Laquelle ?
Expliquer le choix effectué.

Situation 1 Situation 2 (C; est une Situation 3
droite)
/ G

@

Qo

| |
\ \
\¢: \¢:

-~

e}

Co

\ \

\ \
\ \
\ \

P QW &= g ¢ T 0 © D
an

(@Y
N
=
Yl

=

w
o
w

L~
aw% Al o s b @
//
N
N
L
/,/
b ¢
N
~N

C
o
3
|
o
|
—

2/ Déterminer ’équation réduite de la droite A tangente & la courbe C; en A.
3/ On sait que pour tout réel z, f(x) =e " + ax + b ol a et b sont deux nombres réels.

(a) Déterminer la valeur de b en utilisant les renseignements donnés par 1’énoncé.

(b) Prouver que a = 2.
4/ Etudier les variations de la fonction f sur R.

5/ Déterminer la limite de la fonction f en +oo.
Partie B
Soit g la fonction définie sur R par g(z) = f(z) — (z + 2).

1/ (a) Montrer que la fonction g admet 0 comme minimum sur R.

(b) En déduire la position de la courbe C; par rapport a la droite A.
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Terminale S - Devoir surveillé n° 5 Théeme: Géométrie Vectorielle - Exponentielle

Géeométrie Vectorielle -

Ex,wue.utie.l le

Exercice (Autilles-GUjAue 2014 Partie A

On considére la fonction f définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; 4oo[ par :

f(z) =ze™".

1/ Déterminer la limite de la fonction f en +00. Que peut-on en conclure pour la courbe représen-
tative de f 7

2/ Déterminer la dérivée f’ de la fonction f sur [0 ; +oo[ et en déduire le tableau de variations de
fsur [0; 4oof.

3/ Dans un repére orthogonal (O; 7'; ), tracer la courbe représentative € de f, la droite (A)
d’équation y = x. On prendra soin de bien faire figurer toutes les tangentes et autres asymptotes
si elles existent.
On prendra { 6 cm pour 1 unité sur ’axe des abscisses

10 cm pour 1 unité sur ’axe des ordonnées

que pour des coordonnées positives.

, et on ne tracera la courbe

Partie B

Soit la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, w,+1 = f (un).

1/ Placer sur le graphique précédent, en utilisant la courbe C; et la droite A, les points Ay, A1 et
Ay d’ordonnées nulles et d’abscisses respectives ug, ui et us.

Laisser les tracés explicatifs apparents.
2/ Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 0.
3/ Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

4/ (a) Montrer que la suite (u,) est convergente.
(b) Justifier que la limite £ de la suite (u,) vérifie une certaine équation que 1’on précisera.

(¢) Résoudre cette équation pour déterminer la valeur de cette limite.

Partie C
On considere la suite (S, ) définie pour tout entier Déclaration des variables :
naturel n par S et u sont des nombres réels
k est un nombre entier
Initialisation :

u prend la valeur ......

h=n S prend la valeur ......
S":Zuk:uo—’_ul-{-”'-{-u”' Traitement :
k=0 Pour k variant de 1 & ....
u prend la valeur u x e™ "
S prend la valeur ....
Recopier et compléter I'algorithme ci-contre afin Fin Pour
qu’il calcule Sygg. Afficher ......
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Théme: Géométrie Vectorielle - Exponentielle Terminale S - Devoir surveillé n° 5

- . 7N N Ve %
Exevrcice CD'A'PV'&S bac) L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O; 7); 7; k

(2) la droite passant les points A(1; —2; —1)et B(3; —=5; —2).

). On note

1/ Démontrer qu’une représentation paramétrique de (2) est :

r=142t
y=-2-3t, teR.
z=—-1-1

2/ (2') est la droite de représentation paramétrique :

r=2-—1
y=14+2t, teR.
z=1

Démontrer que (2) et (2') ne sont pas coplanaires.
3/ On considére le plan (&) passant par le point C(0; —3; 0) et dirigé par les vecteurs
7(1; —4; 0) et7(0; =55 1).
(a) Démontrer que le plan (&) contient la droite (2).

(b) Démontrer que le plan (2?) et la droite (2') se coupent en un point D dont on déterminera
les coordonnées.

On se souviendra d’Archimeéde quand on aura oublié Es-
chyle, parce que les langues meurent, mais pas les idées
mathématiques.

G. H. Hardy

F.PUCCI 185



186 Chupitre 8 GEOMETRIE VECTORIELLE

III. DROITES ET PLANS F.PUCCI



CHAPITRE

Fonetions Lccjmritkmes

A création de la fonction logarithme népérien est, a l'origine, antérieure a la fonction
5 exponentielle bien que dans notre progression elle suive I’étude de la fonction exponen-

tielle.

La fonction logarithme a été créée par un drapier écossais du XVII® siecle. Ce drapier, John
Napier avant qu’il soit anobli et prenne le nom de John Néper, cherche une fonction pour
simplifier les longs calculs des astronomes, des navigateurs et des financiers. Il crée alors une
fonction qui transforme le produit en somme (ie) f(ab) = f(a) + f(b). C’est cette fonction, qui
fait écho a la fonction exponentielle, qui est I'objet de ce chapitre.

Exercice (Ivtroduction)

1/ Résoudre les équations : e* =1, e* = e et ® = —.
e

2/ (a) Donner, suivant la valeur de A € R, le nombre de solution de ’équation e” = A.

(b) Donner une valeur approchée & 1072 prés de la solution de ’équation e” = 2.
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Chapitre @ FONCTIONS LOGARITHMES 189

n Logarithme népérien
I.1 Généralités

Defivition |

On appelle fonction logarithme népérien notée In, la fonction définie de ]0;+oo [ sur
R telle que :
r=¢€Y <= y=lInuz.

On dit que les fonctions In et exp sont réciproques 'une de l'autre.

0;4oc0][, donc, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires I’équation x = €Y, d’inconnue y avec

Preuve: La fonction exponentielle est une fonction continue, strictement croissante a valeur dans
]
|_z €]0; 400 [, admet une unique solution que ’on peut noter In x.

EeMM‘%)e: Comme €Y est toujours strictement positif, il est clair que ’équation z = €Y n’aura pas de
solutions pour x < 0 (7e) la fonction z — Inx ne sera définie que sur R amputé de | — 00;0] soit

J0;+00]. |
— Corollaire | .

» Inl=0etIne=1.

» VxR, Ine” =z

» Vz €]0;400], eP% = 1. (I IEY aux ensembles de définition).

\. J

[ Applications 1 page 119 , Maths Repére,Hachette}

Exemple |: Résoudre In(2 — 2z) = 1.
Tout d’abord les conditions d’existence. Cette équation ne sera valide que si 2—2z > 0 (ie) © €] —o00;1][.
Il suffit alors de résoudre en appliquant les propriétés ci-dessous :

2—e€
5

In2-2z)=1 < In(2—-2z)=lne < 2-2xr =€ < =

Comme

_ 9 _
62—0,36<1,0naf:{ 26}.

[ Applications 2 page 119 ,Maths Repére,Hachcttc}

1.2 Courbe représentative

Dans un repeére orthonormal, les représentations de la fonction logarithme népérien et
de la fonction exponentielle sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = = .
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190 Chupitre @ FONCTIONS LOGARITHMES

Preuve: Notons respectivement 4}, et Gexp les courbes respectives des fonctions logarithme népérien
et exponentielle.

Soit M (z ; y) un point de %, (ie) y = lnx avec x €]0;+00| et y € R . Par définition, on a aussi
r=eY < M'(y; x) est un point de Cexp. Les courbes €, et Gexp se déduisent donc I'une de I'autre
par une symétrie d’axe la premiere bissectrice d’équation y = x. I

Méethode |

Soit M un point de Gexp, par symétrie, on construit M’ € 4, tel que la droite d’équation
y = x soit la médiatrice du segment [M M'].

T ———

il )
1 W1 v
LT 1€ N
J
[
I
|
1t
l:
Jl.
J 4
I
\ =
=
[ = A
/
/1] - N
T4 (A . I <
EalPs sy — = | PR
= == + q)
/- L
r 1
2 'l
Pprad A !
Lt : |
— 1
B 4 I

== U

AR

1
EeMAv-%)e: Par symétrie les droites d’équation y = z — 1 et y = —z sont respectivement les
e

tangentes & %, en 0 et e.

1. La droite d’équation y = x est aussi souvent appelée « premiére bissectrice ».
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1.3 Variations

La fonction In est strictement croissante sur Ri.

|— Preuve: Soient deux réels a et b strictement positifs avec a < b. Il suffit de revenir aux définitions :
Inb

a=e"%< e =h <= Ina < Inb par stricte croissance de I’exponentielle.

La fonction logarithme est donc strictement croissante sur R .

—

Comme pour I'exponentielle, on récupeére toute une série de relations a connaitre :

Proposition |

Soient a et b deux réels strictement positifs.
» Ina=Inb <= a=0 et Ina<lnd < a<b.

Ina>0 < a>1

» Ina=0 < a=1 et
Ina<0 < a<l1

Bien connaitre 'allure de la courbe représentative du logarithme permettra de retenir facilement
ces propriétés et évitera bien des bévues.

Ee.MM‘%ue.: Ces propriétés permettent de résoudre des équations et des inéquations. On veillera

a mettre ’équation ou l'inéquation sous la forme ci-dessus et a déterminer les conditions de
validité © de I’équation ou de I'inéquation.

Exemples 2:
1/ Résoudre In(2z +1) < —1.

1
Ici aussi, la condition d’existence impose 2z +1 >0 <= z € }5 ; +00 { On résout ensuite

1—e

In2z+1)< -1 < @2z +1)<In(e™') = 20+1< 5
e

Q| =

<~ T <

1 1-—
L’ensemble solution est donc l'intersection des deux ensembles ] —— ;400 { et ] —005 — c ]
e

~

1-— 1
Comme 5 N -0,32 > —5 celle-ci n’est pas vide et on obtient :
e

1 1—e¢
5”]5’2—@]-

Applications 3 page 119

Exercice résolu 6 page 135 , Maths Repére, Hachette
Exercices 81 a 86 pages 142-143

2. Le logarithme, contrairement & ’exponentielle ne prend ses valeurs que sur les réels strictement positifs!!!
3. Et seulement ensuite !
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m Propriétés algébriques

I1.1 Relation fonctionnelle

Pour tous réels strictement positifs a et b, on a :

Inab=Ina+Inbd. (9.1)

Preuve: Comme toujours on se raméne a ce que ’on sait, soit les propriétés de I’exponentielle et la
définition du logarithme :

Par définition : e = gb et et = glna y b — 4 » b d’apres la relation fonctionnelle de expo-
nentielle.
Donc e = elmatnb Dyanres la continuité et la stricte croissance de I'exponentielle, cette égalité est

équivalente a
Inab =1na+ Inb.

—

[ Applications 1 page 121 , Maths Repére,Hachcttc}

Ee.MAr\r%)e_: Comme pour la fonction exponentielle, cette relation permettrait de définir a elle
seule la fonction logarithme comme étant I'unique fonction f définie et dérivable sur |0 ;400 [
vérifiant la relation (9.1) et f(e) = 1. D’ott son nom de « fonctionnelle ». Nous y reviendrons
plus loin.

Exemple 2: In6=In2+In3.

Pour tout réels strictement positifs, a1, ao, ..., an, b1, ba, ..., by, on a :
a1as...a
In <M> =Inay+Inas+...+Ina, —Inb; —Inby — ... —Inb,,.
bibs...by,

Cette propriété est souvent utilisée pour linéariser les expressions.

ExeMPle 4: I’image d’une suite géométrique par la fonction logarithme est une suite arithmétique.

En effet, soit (un)nen une suite arithmétique de raison ¢ et de premier terme ug (ie)

Uo
Up+1 = (qUn.

U
AR Y q. La suite (lnun)n

Alors Inuyy1 —Inwu, =In N est une suite arithmétique de raison Inq et

n

de premier terme In ug.

II. PROPRIETES ALGEBRIQUES F.PUCCI
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On voit déja apparaitre que cette relation va imposer au logarithme une croissance tres, tres,
trés faible.

Poursuivons!

11.2 Quotient, Inverse, Puissance et Racine carrée

- )

Pour tous réels strictement positifs a et b, on a :

> lngzlna—lnb et lnlz—lna.
a

1
» Vn €N, Ina"” =nlna et ln\/5=§lna.

Ina

|— Prewve: On continue & se ramener aux propriétés de la fonction exponentielle :

a a _ € a N sz
» PP = = et emainb = = —. D’ou la propriété.
b eln b b
1 , , N o -
In — = —Ina n’est qu’'un cas particulier de la propriétés précédente avec a = 1 et b = a.

a
» On démontre la relation Ina™ = nlna par récurrence sur n € N. L’hérédité découle de

Ina"™ =In(a x ™) =Ina+nlna.

» Pour la derniére propriété, comme a est strictement positif, on peut écrire a = v/a x a puis
appliquer la relation fonctionnelle :

1
lna:ln(\/ax\/a):ﬂn\/a = lnﬁ:alna

—

Démonstrations page 128 .
Exercices 39 et 50 a 52 page 140 »Maths Repére, Hachette

Exemples S:
1/ In50 =1In (5° x 2) =2In5+In2.

1 1
2/ nV12= g (2% % 3) =2+ 3.

Ces deux premiers exemples montrent, qu’a I’époque bénie ou les calculatrice n’existaient pas,
une simple table avec les valeurs approchées des logarithmes des 10 premiers entiers suffisait a

faire bien des calculs!

3/ Déterminons 'entier n tel que 2" > 10000. On raisonne par équivalence :

In10
2" > 10000 <= nln2 > In(10000) = 4In10 <= n>4—irl 5 car In2 > 0!,
n

In10
Comme 4n—2 ~ 13, 3, l'entier n devra étre supérieur a 14.
n

F.PUCCI II. PROPRIETES ALGEBRIQUES
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1
4/ Résolvons 'équation Inv/2z —3 = In(6 — x) — 5 Inz.
Avant toute opération, on s’intéresse au domaine de définition D de cette derniére :

D={zreRtelque2z—-3>0et6—2>0et x>0}

{zGRtelquex>getx<66tx>0}]2;6{.

DO | O o=

Pour x € D, on résout alors I’équation en essayant d’étre malin dans ’application des propriétés :

ln\/2z——3:1n(67x)—%lnx — %(ln(2z73)+lnz) =In(6 —x)
Inx(22 — 3) = In(6 — z)?

(22 —3) = (6 —x)?

a? + 92 -36=0
(x=3)(z+12)=0

r=3ouzx=—12.

1reee

Comme —12 ¢ D, on en déduit que . = {3}.

Exercice résolu 4 page 133

Math eére, Hacl
Exercices 57, 58 et 65 a 71 page 141 ° aths Repere, Hachette

— . . PSR . . 4
Exercice  Soit (un)nen la suite géométrique de premier terme ug = 1 et de raison ¢ = 5

A partir de quel indice n a-t-on u, < 10737

. AN\"
Correction: Par définition, on a u, = ug X ¢" = <g> )

4 n
Il suffit donc de résoudre I'inéquation <g) <1073,

Comme tous les nombres sont strictement positifs, cette équation est équivalente a

nln (g) < —-3In10

3In10

é<1<:>hn é < om
5 5

3In10

@

De téte ', — ~ 30, 96. Donc, le plus petit indice cherché est n = 31.

[ Exercice 78 page 142 ,Maths Repére,Hachcttc}

4. Meuh non! A la calculatrice !

II. PROPRIETES ALGEBRIQUES F.PUCCI
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E Propriétés analytiques

II1.1 Dérivabilité

La fonction z — Inx est dérivable sur |0;+oo | et

1
/
(Inz) = o

Preuve: On admet que la fonction In est continue sur |0;+oc | et on revient & la définition de la
In(a+h)—Ina

dérivée (ie) on cherche les a €]0; 400 [ pour lesquels le taux de variation .

en a admet une
limite finie lorsque h tend vers 0.

Pour se ramener a ce que l'on connait, on pose a = e et a +h = e (ie) A=1na et H =1In(a+ h).

Comme la fonction In est continue sur ]0; 400 [, alors Illin%) H =1Ina = A. On obtient alors :
—

I In(a+h) —Ina . H—-A
s h T el — A

On reconnait I'inverse de la dérivée de exp en A.

Dot lim In(a+h) —Ina

existe et on a :
h—0 h

| h)—1 1 1 1
lim In(e+h) —lna =— = —, valeur finie si a €]0; +o00|.
h—0 h ed elme g

—

[ Démonstrations page 127 , Maths Repére,Hachette}

1
S’il était nécessaire, le signe de — toujours strictement positif confirmerait la stricte croissance

x
du logarithme démontrée au théoréme (11).

[ Applications 2 page 121 , Maths Repére,Hachcttc}

1

EeMAr%:e: Méme si ce résultat est faux en général, le fait que lim f'(z) = lim — = 0 doit
xr——+00 r——+oc0 I

nous aider & penser que la croissance de la fonction In, déja pas bien forte, ralentit encore pour

presque s’annuler a l'infini. On se doute alors que la comparaison avec les fonctions polynémes
ne sera pas a son avantage.

F.PUCCI III. PROPRIETES ANALYTIQUES
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Hors-Programme

- )

Toute fonction f définie et dérivable sur ]0; 400 [ vérifiant la relation :

Pour tous réels strictement positifs z et y , f(xy) = f(x) + f(y), (9.2)

est proportionnelle a la fonction logarithme (ie) s’écrit sous la forme f(z) = klnz ou k
est un réel quelconque.

Ce théoreme caractérise le logarithme népérien comme le générateur de toutes les fonctions
vérifiant la relation (9.2) (ou (9.1)). L’ensemble de celles-ci est alors une droite vectorielle dirigée
par In.

|— Prewve: Soit f une fonction vérifiant les hypothéses du théoréme précédent.

» Tout d’abord, pour tout = > 0, ffr] = f(x x 1) = ffe] + f(1) entraine f(1) = 0.

» Posons ensuite, pour tout > 0, la fonction g définie sur ]0;+oo [ par :
g(x) = fxy) — f(z).

Comme g est dérivable, on peut calculer ¢'(z) = yf'(z ) f’ ().

= M + f(y) — f4x] = f(y). Fonction constante par

Or, la relation (9.2) entraine aussi que g( )
rapport & x donc de dérivée nulle (ie) ¢'(z) =

On en déduit que Vz > 0, yf'(zy) — f'(z) = 0.

En particulier, pour z =1, yf'(y) = f'(1) < f'(y) = k (9.3)
Y

En posant k = f(1).

» Montrons enfin que f(z) = klnx en posant, h la fonction définie et dérivable sur ]0;+oo [ par :
h(z) = f(x) — klnzx.
3 \ . . 12 / k’ . \
D’aprés la relation (9.3), on a : h'(z) = f'(x) — — = 0. La fonction h est donc constante a
x

h(l)=f(1) —kln1=0 (i) f(z) =klnzx.

» Conclusion : Il existe un réel k tel que pour tout x > 0 : f(z) = klnz.

—

[ Démonstrations page 129 ,Maths Repére,Hachcttc}

II1.2 Limites

lim Inx = +o00 et lim Inz = —o0.
T—r+00 r—0+

III. PROPRIETES ANALYTIQUES F.PUCCI
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|— PV‘G.UVe:

» Pour montrer que lim Inxz = +00, considérons un réel M, nécessairement strictement positif et
r— 400

montrons qu’il existe une valeur pour z au-dela de laquelle Inz > M. Or, Inaz > M <= z > M
par stricte croissance de I’exponentielle.

Donc, pour tout M > 0, il suffira de choisir z > e pour avoir Inz > IneM = M.

» Comme toujours, ayant déja travaillé un peu, on essaie de se ramener a un résultat connu. Le

changement de variables X = —, possible car x # 0 va nous y aider.
x

1
lim Inz= lim In (—) =— lim InX = —o0.
z—01 X —+4o00 X X —+4o00

—

En particulier, I’axe des ordonnées est une asymptote a la courbe représentative du logarithme.

Démonstrations page 127 , Maths Repére,Hachette}

II1.3 Courbe représentative

Tous les résultats ont déja été démontrés. On en fait la synthese dans un tableau et sur la courbe.

In'(z) = +

In /

On peut alors tracer la courbe représentative ainsi que’ son asymptote et ses deux tangentes

remarquables d’équation (71):y=xz—1let (Tp): y = —=x.
e

5. Les asymptotes et les tangentes avant la courbe!!!

F.PUCCI III. PROPRIETES ANALYTIQUES
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f77
11 .
)
|
b
L
1 |
L] I
T
1
L~ ]
= ——
B
.
i N
|
L7z 1
I v 1
] 1
1 1
LT
P 4 C
/
/
I11.4 Des limites de référence
Tout d’abord une comparaison en 1 :
. In(1+4+=2
lim ( ) =1.
z—0 x

x

1 = 1, on reconnait la définition d’un nombre
Tr— €T

e
Preuve: Comme pour la démonstration de lim
|_dérivé, celui de In(z) en 1 :

lim In(1 +) = lim n(l+o)-Inl = (lnx),(l) = <l> (1)=1.

x—0 €T x—0 xT

Ce résultat est a associer avec la partie « Approximation affine » du chapitre sur la dérivation
et exprime le fait qu’au voisinage de 1, le logarithme peut étre approché par sa tangente (77) 6,

In(1
lim 711( +2)

x—0 €T

=1 <= In(l+z)=2x+¢(z)ou liirbgo(:v)zo.

6. L’année prochaine, vous parlerez de développement limité de In(1 + z) & 'ordre 1 en 0.

III. PROPRIETES ANALYTIQUES F.PUCCI
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ExeMPle 6: In(1,005) ~ 0,005. La calculatrice affiche 0,00499. Pas si mal!

Lo In X . In(1+x)
1, on a aussi lim = lim ——= = 1.
=0 X=1X -1 =20 T

EeMM-%ae: En posant X =1+ =z

Exercice 160 page 156 ,Maths Repére,Hachette}

Comme pour 'exponentielle, il est bon et nécessaire de comparer le comportement du logarithme
a celui des fonctions polynémes :

et lim zlnz=0".
z—0t
PV‘&UV&:
| » Il suffit de poser z =X <= X =Inz + oo pour la premiere :
T — +00
1
lim ——& = lim & =0+
r—+oo X X—+o0 €
N " N 1
» Pour la deuxiéme, de la méme maniére, on pose X = — + o0 :
A
1 1 In X
li Inx = 1l —In—=— 1 — =0".
Sy e =l e = - Jim =0

—

[ Démonstrations page 128 ,Maths Repére,Hachette}

Ces résultats nous permettent d’avoir en téte un « classement » des prépondérances en 400 :

1
ExeMPle T lim z—lnz= lim =z (1 — ﬂ) = +00.

T—r+00 T—r+00 X

Exercice résolu 3 page 132

Exercice résolu 7 page 136

Vrai ou faux ? page 138 ,Maths Repeére, Hachette
QCM page 139

Exercices 87 a 102 page 143

F.PUCCI III. PROPRIETES ANALYTIQUES
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Composée

Soit une fonction u dérivable et strictement positive sur un intervalle ouvert I. La

fonction In w est dérivable sur I et on a :

/

(lnu)/ = %

|— Preuwve: Déja fait maintes fois. I

[ Démonstrations page 129 ,Maths Repére,Hachcttc}

. . . . T . . ;o
Comme u est nécessairement positive, le signe de (In u) = — est le méme que celui de v’ (ie)
u

les fonctions Inwu et w ont le méme sens de variations sur I.'

2x
1422

Exemple 8: Si f(z) =In(1 4 27), comme 1+ 2% > 0, f'(z) =

Applications 3 page 121

Fxercices 104 & 124 pages 144-145 @ Viaths Repere, Hachette

. 1\"
Exercice On pose Vn € N* u, = <1 + ﬁ) .

1/ Montrer que la suite (u,)nen converge vers e. On pourra poser v, = lnu,,.

2/ Faire un programme permettant de déterminer lentier n permettant de donner une valeur
approchée de e & 1073,

3/ Que penser de la vitesse de convergence de la suite (uy)nen?

Correction:

1
1/ Comme dit dans ’énoncé, posons v, = lnu, = nln (1 + —). C’est une suite donnée sous sa
n

forme explicite donc il suffit de calculer sa limite directement pour n — 4oc.

1
Pour lever I'indétermination, on pose N = — ot :

n n—+4+o0

In(14+ N
lim v, = lim ﬁ =1.
n—-+o0 N0+ N
lim w, L

Comme la fonction exp est continue sur R, lim wu, =er?+>® =e =e.

n—-+oo

La suite (un)nen converge vers e.

7. Attention! Elles peuvent ne pas avoir le méme domaine de définition.

IV. COMPOSEE F.PUCCI
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2/ On programme sur 'ordinateur une boucle « TANT QUE » sous la condition |u, —e| > 1072. On
affecte directement u; = 2 a la variable U représentant w,,.

VARIABLES
I EST_DU_TYPE ENTIER
DEBUT_ALGORITHME
U PREND_LA_VALEUR 2
I PREND LA VALEUR 1
TANT_QUE |U —e| > 1073 FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
I PREND LA VALEUR I+1

CO~NO U WN -

Ne)

1 I
| | U PREND_LA_VALEUR (H_f) .

10: | FIN_TANT_QUE
Afficher I, U

12: FIN_ALGORITHME

On trouve alors n = 1359 et U ~ 2, 717.

3/ Omn ne peut pas dire que cette suite converge trés vite vers e. On a bien mieux mais il va falloir
attendre un peu” !!!

Exercice  Soit f la fonction définie sur ]0;+oco [ par :

flz)=2+1In (2;3_1) .
.7

On note % sa courbe représentative dans un repére (O;

).

bl

1/ Etudier les limites de f en 0 et en +oo.

2/ Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3/ (a) Montrer que la droite (A) d’équation y = x — In(2) est asymptote & €5 en +oo.
(b) Etudier la position de €} par rapport & (A).

4

5/ Tracer (A) et . On fera apparaitre toutes les informations importantes découlant de 1'étude
ainsi que a.

5
4/ Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une solution unique « et justifier que o € [1 . {

Exercice  Soit (up)nen la suite définie pour tout entier n > 0 par :

! + ! + +1
T+l n+2 7 on’

Un

1/ Calcul des premiers termes de la suite :
(a) Démontrer que pour tout entier naturel non nul n,

1

Ul = = o D2t 1)

(b) Calculer les premiers termes u1, uz et uz de cette suite.

8. En 1998, apres 714 heures de calculs sur un super calculateur, Patrick Demichel a calculer les 50 millions
premiéres décimales de e

F.PUCCI IV. COMPOSEE
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2/ Etude de la convergence de la suite (uy, )nen :

1
(a) i. Démontrer que pour tout réel z strictement positif, 1 — — <Inz <z — 1.

8

1 1
ii. En déduire que pour tout entier naturel non nul p, T <ln (p + ) <
p

1
p P
(b) Soit n un entier naturel non nul.

i. Ecrire Pencadrement précédent pour les valeurs n, n+ 1, ..., 2n — 1 de p.

ii. En effectuant les sommes membre & membre des inégalités obtenues, démontrer que :

un<1n2<un+%

(¢) Prouver alors que la suite (uy,)nen converge vers In 2.

[ Exercices 129 et 130 pages 146-147 ,Maths Repére,Hachcttc}

Exercice 165 page 158 , Maths Repére,Hachcttc}

Applications

V.1 Puissance réelle d’un nombre strictement positif

Lorsque n n’est plus entier, la notation a” = a x a X ... X a, introduite en 4° ne suffit plus.
[ ——

n fois

En effet, que penser de 2%, 3™ ou 7V2 7

Delivition 2

Pour tout réel a strictement positif et tout réel x, on pose :

a® = ezlna'

EeMAr%:e: a > 0 s’impose par le fait que figure In a dans I’expression.

Exemples A: A la calculatrice, on obtient :
> 2%26%1112:3’2 >3w:ew1n3231’5 > 7\/526\/511’17215,7
Propriétés

Lorsque n est un entier,

aA"=axax...xa=e""x M x ... xem®
n fois n fois
Ina+Ina+...+1na
—=e n fois

_ enlna.

V. APPLICATIONS F.PUCCI
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On retrouve alors la définition du college. Cette notation est donc bien cohérente. Cela ne s’arréte
pas 1a puisque ’on récupere aussi toutes les propriétés des puissances entieres avec , notamment :

Profaositiou 2

Pour tous réels a et b strictement positifs et quels que soient les réels r et s, on a :

»a" xa®=a"* » (a")=ad"* » In(a") =rlna

|— Preuve: 11 suffit d’écrire et d’utiliser les propriétés de l’exponentielle et du logarithme que 1’'on
connalit :

> a” X a® = erlna % eslna _ e(r—i—s)lna — ar—i—s.

N (ar)s _ esln (erlna) _ esrlna _ a’r‘s. > ln(a’r‘) —In (e’l‘lna) =rlna.

Fonction puissance © — ¢

- )

Soit a un réel fixé.
La fonction f: z +—— % est définie et dérivable sur |0;+oco[ et on a :

Vz €]0;+o0|, f(z) = ax® L.

E&MAV‘%)&: Nouvelle preuve de la cohérence de cette notation, on retrouve ici encore la dérivée

. A . / _
d’une fonction polynéme lorsque n est entier : (z") = na" L

omposition, la fonction  — e est donc définie et dérivable sur ]0; 400 [ et on a, d’aprés les formules

Preuve: La fonctions In est définie et dérivable de ]0;+oo [ sur R, la fonction exp l'est sur R. Par
c
|_de dérivation d’une fonction composée :

Vr €]0;+o00], (eo‘h”)l L E e R
x x

—

Le signe de la dérivée dépend donc de celui de «. Afin de compléter le tableau de variations,
cherchons les limites aux bornes du domaine de définition.

F.PUCCI V. APPLICATIONS
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Tout dépend du signe de « :

Proposition 3
Soit a un réel fixé.
a>0: lim z2*=0 et lim z% = +oo.
r—0Tt T—r+00
a<0: lim 2% =+c0 et lim z¢=0.
z—0t T—>+00
|— Preuve: Simple application des théorémes sur les produits et composées de limites. I
Rien d’étonnant & ce que 'on retrouve les limites des fonctions z — 2™ pour n entier. Remar-

quons quand méme que la présence du logarithme nous limite a définir les fonctions puissances
pour « réel sur ]0; 400 [. On ne peut pas tout avoir !

Re.MM‘%)e.: Dans le cas, a > 0, comme lim+ % = 0, on peut prolonger la fonction x — 2% en
z—0

0 en posant naturellement 0% = 0. On dit alors que I'on a prolongé la fonction puissance par
continuité en 0. Cette nouvelle fonction puissance qui coincide avec l'ancienne sur |0;+o00 | est
alors définie sur [0; 400 [. On les confondra désormais.

Casa>0: Cas a <0 :
T 0 1 +o00 T 0 1 +o00
az® ! + a1l _
+00 +00 —
% / ¢ 1\
1 T
0o— 0

T~

=

Ji
!

]
| gl EEEE NN SRR
| 2 EEP A EENE INEEL JEEE
[ T NN NN

Pour tout x > 0, la fonction f : x — 2™ réalise une bijection de ]0;+o00[ sur |0;+o00[. La
fonction f est donc une fonction réciproque, notée f~1 définie sur ]0; +oo[. Cette fonction est
la fonction racine n-ieme : z — {/x.

8. Rassurez-vous, il est bien évident que 1’on a su prolonger de telles fonctions & un peu plus que |0 ; +00 [ mais
cela demande quelques notions supplémentaires notamment celle des nombres complexes pour commencer.

V. APPLICATIONS F.PUCCI



Chapitre @ FONCTIONS LOGARITHMES 205

= {/w.
Enfin, comme le les fonction In et exp, les fonction =" et ¥/ sont symétriques par rapport a la
premiere bissectrice.

3=

De plus, on remarquera que pour tout x strictement positif et n > 1, x

av

&

Exercice 194 page 163 , Maths Repére,Hachcttc}

V.2 Le logarithme décimal

Delivition 3
On appelle logarithme décimal, la fonction, notée log, définie sur |0;4oo [ par :
| Inz
ogr=——.
&7 T 10

Le logarithme népérien est ainsi la « fonction logarithme de base e », la fonction log, celle de de
base 10 ».

In 10™ In 10
» log 10 = 1 et, d’une manieére générale Vn € N, log 10" = - —nx 2 —p

In 10 In 10
» Mieux, la fonction logarithme décimal est la fonction réciproque de la fonction exponentielle

de base 10 qui, & tout nombre réel z, fait associer e*™10 = 107,

Ve €R, logl0® =z et Va€]0;+oo[, 1087 = .

F.PUCCI V. APPLICATIONS
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C’est cette derniere propriété qui rend si chére aux physiciens la fonction logarithme déci-
mal. La plupart des calculatrices posséde une touche dédiée en plus de celle du logarithme

népérien.
. 1 R L «
» Comme In 10 > 0, les fonctions log = 10 X In et In ont les mémes variations et les mémes
n
limites.
1
On a: Vx €]0; , log'(z) = .
na: Ve €]0;+oo], log'(z) 10
x 0 1 10 +00
log/(z) +
+00
1 I —
og
0
—00
L~
1
A~
7
1
1 1 e
7 13
"
(7 r =
NSRS D I ————
e > =
I
’u
L~ 1
I 1
. ~
(1)

1 1
(Tl) y—m($—1) et (TIO) y—101n10(3§—10)+1

» Comme le logarithme, la fonction log transforme les produits en sommes :
log(ab) = loga + logb.

Exemple 10 (Nombre de chiffres en éariture décimale):

Un nombre > 1 est nécessairement compris entre deux puissances de 10 (ie)

Ipe N*, /10P < N < 10P™!  (de) N possede p + 1 chiffres.
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Or, comme la fonction log est une fonction croissante, on a aussi :

log10? <logN < logl10P*?
p <logN< p+1.

On a donc : E(log N) = p ol E est la fonction partie entiere.
Conclusion : le nombre de chiffres de N est donc : E(log N) + 1.
Par exemple, comme log (2014°°'°) ~ 6657, 7. Le nombre 2014°°'> s’écrit avec 6 657 chiffres!”

[ Exercice résolu 8 page 137 ,Maths Repére,Hachette}

Exercice (Fonetions exponentielles)

Definition 4
Soit a un réel strictement positif, on appelle fonction exponentielle de base a, la fonction exp,
définie par :

Vz € R, exp,(z) = e” "9,

1/ (a) Montrer que exp, = exp et que exp,(x + y) = exp,(z) X exp,(y) pour x et y réels.
(b) Montrer que exp,(n) = a" pour n € N. En déduire une autre notation possible pour
exp, (¢).
(c) Montrer que la fonction exp, est définie et dérivable sur R et calculer exp),.

(d) En déduire les variations de la fonction exp, suivant les valeurs de a.

2/ (a) Montrer que I’équation = = yo admet une unique solution positive zg pour n € N et
yo > 0.

1

(b) Montrer que si yo > 0 alors zo =y .

Exercice (Fonetions 103Ar5tkmes\

Defivition S
Soit a un réel strictement positif différent de 1, on appelle fonction logarithme de base a, la

fonction log, définie par :
Inx
Vz €]0;+o00], log,z = —
Ina

1/ Montrer que log, = In et que log,(zy) = log, () +log,(y) pour x et y réels strictement positifs.

2/ (a) Montrer que I’équation a* = yy admet une unique solution g pour yo strictement positif
et a strictement positif différent de 1.

(b) Montrer que xg = log, yo-
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V.3 Papier semi-logarithmique et logarithmique

» Le papier semi-logarithmique utilise une échelle linéaire sur ’axe des abscisses et une
échelle logarithmique sur 'axe des ordonnées. Sur ’axe des ordonnées 10 correspond a 1
unité, 100 & 2 unités, 1 000 a 3 unités,. ..

Dans un repére semi-logarithmique, la courbe représentative d’une fonction f a valeurs
strictement positives est alors :

= {(z,logy) G]RZ/y— f(z)}
= {(z,y) E]RQ/y—logf(ac)}

Sur le papier semi-logarithmique ci-dessous, on a tracé la fonction exponentielle dont la
1

représentation graphique est alors une droite d’équation y = log (e*) = mx
n

100000

10000 —

2000
1000 —

200 —
100 ~

20
10 —

» Le papier logarithmique utilise une échelle logarithmique sur ’axe des abscisses et ’axe
des ordonnées.

Comme log(z™) = nlog x, sur ce papier, les représentations graphiques des fonctions puis-
sances sont des droites d’équation Y = nX.
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100000 4

10000

2000

1000

—
~l]

200 /

100

—
=L

20

\
!
I
f

10

Tl

|
!
T
1 2 10 20 100 200 1000 2000 10000 100000

Parfois, on utilise des unités logarithmiques, c’est-a-dire dont la valeur est le logarithme du
rapport entre deux valeurs (Vpin €t Vpmqs) d’une grandeur. La base logarithmique choisie dépend

des habitudes de la discipline qui les utilisent :
» le logarithme népérien, dont la base est e, facilite certains calculs, mais ne permet pas

d’accéder intuitivement & l'ordre de grandeur décimal (cf exemple 10).

» le logarithme décimal (base 10) donne directement une notion de l'ordre de grandeur
puisque la caractéristique, c’est-a-dire le signe et la partie avant la virgule, le donne direc-

tement.
Par exemple, une échelle, qui va dans la réalité de 1071 & 10'°, sera représentée sur un
axe allant de —10 a 10. Tres utile en astronomie, statistiques, intensité sonore, magnitude

d’un séisme, calcul du pH,...

Exemples I:

En chimie : On définit lacidité d’une solution par son potentiel hydrogene (pH) qui dépend de la
concentration des ions H3OT. Ces concentration étant faible, on définit :

pH = —log[H;07].
Conséquence, lorsque la concentration en [H3O"] est multipliée par 10, le pH diminue de 1 :
—log (10 x [H50™]) = —(log 10 + log[H30"]) = —1 + pH.

De plus pH = —log[H30"] <= [H30"] = 1077, Donc, une certaine boisson gazeuse de
pH = 2,6 contient 1072:% ~ 2,510 3mol.l~! d’ions [H307] a peine 3 fois moins qu'une batterie

de voiture et environ 25000 fois plus qu’'un litre d’eau
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En gros, est a retenir pour faire plaisir a méman, La baisse d’une unité de pH implique que
lacidité est multipliée par un facteur 10. Ainsi, une eau de pH 6 est dix fois plus acide qu'une
eau de pH 7; une eau de pH 5 est 100 fois plus acide qu'une eau de pH 7. ..

[ Exercice 141 page 150 , Maths Repére.,Hachcttc}
En acoustique : Le niveau sonore L (en décibels) d’un son d’intensité I est donnée par la formule :

I
L =10log —
OgIO’

ot Iy = 107 2W.m =2 correspond au seuil d’audibilité en dessous duquel aucun son n’est percu.

Par exemple le niveau sonore Lo d’une conversation normale entre deux personnes correspondant
a1 =101 est de :
Ly = 101log 10° = 10 x 5 = 50 décibels.

Si 2 personnes de plus se joignent a la conversation, le niveau sonore n’est pas multiplié par 2!!!
En effet, Ly = 10log(2 x 10°) = 10 x 5 + 10log2 ~ 53 décibels.

{ Exercice 142 page 151 ,Maths Repére.,Hachcttc}

10. Trés intéressant, je vous l'accorde.
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S T 0 1 e +00
g
] : In'(z) = - +
mrr
+o00
g = ; 1/
= In '

’ 0

1 — 0

I

Inab=Ina +1Inb

ln% =Ina—Inb

1

Ina” =nlna In-=—-Ina
L’axe des ordonnées est a

asymptote & la courbe en 0.

La fonction logarithme est un morphisme de groupes entre (R*, x)

=T et (R,+) : elle « transforme » les produits en sommes.
1 “ ( \
lim Inz = -+o0 lim Inz = —
T—r+00 z—0t
x +— Inz est 'unique fonction définie et dérivable sur |0; o0 [ . In(z+1) . Inz i
. lim ———= =1 lim — =0
telle que : e x

Yz €]0; 4o, €% =z

lim zlnz =0
z—0t

vz eR, Ine” = x.

|
vV € R* | <lnx> ==
z

Vz €]0; 400,

» Ina=1 <= a=c¢e.

» Ina=Inb < a=0.

» Ina>0 < a>1.

» Ina <Inb < a < b.

log 10% = 10"°8% = g

Va > 0, Vz € R, a® = e*129,
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Terminale S - Devoir surveillé n° 6

Theéme: Logarithme - Probabilité

Cogarithme - Probabilite

Exercice (A-Mév-i%)e au Nerd 20I12)

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +o0o[ par :

1+ In(x)
)= ——5F-—=-
fa) =5
et soit C la courbe représentative de la fonction f dans un repere du plan. La courbe C est donnée
ci-dessous :
1
+ C
\\
0 L ‘
1

Etudier la limite de f en 0.

In(z
Que vaut lim (z)
xr——+00 x

? En déduire la limite de la fonction f en +oo.

En déduire les asymptotes éventuelles a la courbe C.

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle ]0 ; +oo].
Démontrer que, pour tout réel x appartenant a Uintervalle |0 ; +o0],

() = -1- 21n(ac).

23

Résoudre sur l'intervalle 0 ; +oo[ 'inéquation —1 — 21n(z) > 0.
En déduire le signe de f'(x) sur I'intervalle |0 ; +o0.

Dresser le tableau des variations de la fonction f.

Démontrer que la courbe C a un unique point d’intersection avec 'axe des abscisses, dont
on précisera les coordonnées.

En déduire le signe de f(z) sur Uintervalle |0 ; +ool.
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Exevrcice (Liban 2013)

L’entreprise Fructidoux fabrique des compotes qu’elle conditionne en petits pots de 50 grammes. Elle
souhaite leur attribuer la dénomination « compote allégée ».

La législation impose alors que la teneur en sucre, c’est-a-dire la proportion de sucre dans la compote,
soit comprise entre 0,16 et 0,18.

On dit dans ce cas que le petit pot de compote est conforme.
L’entreprise posséde deux chaines de fabrication F; et Fs.

La chaine de production Fy semble plus fiable que la chaine de production F;. Elle est cependant
moins rapide.

Ainsi, dans la production totale, 70 % des petits pots proviennent de la chaine F; et 30 % de la chalne
Fs.

La chaine F; produit 5% de compotes non conformes et la chaine Fy en produit 1 %.
On préleve au hasard un petit pot dans la production totale. On considere les événements :
FE : « Le petit pot provient de la chaine Fo »

C : « Le petit pot est conforme. »

1/ Construire un arbre pondéré sur lequel on indiquera les données qui précedent.

2/ Calculer la probabilité de I'événement : « Le petit pot est conforme et provient de la chaine de
production Fi. »

3/ Déterminer la probabilité de I’événement C.

4/ Déterminer, a 1073 pres, la probabilité de événement E sachant que 1’événement C' est réalisé.
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CHAPITRE

Produit scalaire davs l'espace
et Applications

) E produit scalaire de deux vecteurs est une opération qui a deux vecteurs associe un
réel, un scalaire. On utilise le terme produit car il posséde certains propriétés analogues
5 au produit des réels. Le produit scalaire est aussi utilisé en mécanique, le travail d’une
force est le produit scalaire de cette force et du vecteur déplacement.

Il y a essentiellement quatre manieres de définir le produit scalaire de deux vecteurs.

» A l'aide des coordonnées dans un repere orthonormé (O; e 75 k).
» A l'aide des normes et de I'angle des deux vecteurs.
» A laide des normes uniquement.

» A laide de la projection orthogonale de 'un des vecteurs sur la direction de 'autre.

Sommaire

215
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Dans ce Ch@itre et sauf mention contraire, I’espace sera muni d’'un repere orthonormé direct
(O; 75 75 k).

EA.P,bels )

Dans l'espace, deux vecteurs U et W pourront toujours
étre considérés comme coplanaires.
Il suffit pour cela de choisir deux représentants qui le sont.

On se ramenera ainsi, pour la plupart des démonstrations
a de la géométrie plane.

!
1
1
1
I%
I W B
/
A

Les vecteurs E et @ sont des représentants, respectivement, des vecteurs ks
et ¥, choisis de telle sorte que les points A, B, C' et D soient coplanaires.

Remargue: Si nécessaire comme pour la définition (3), on pourra méme choisir

pour C"ﬁ un représentant d’origine A.

L’expression « U € () » ou (Z) est un plan signifiera donc, par abus de langage, qu’il existe
un représentant ﬁ = U avec A et B deux points de (2).

n Produit scalaire
I.1 A I’aide des coordonnées

Deéfivition |

/

7 7
Soient o y| et v y' | deux vecteurs de l'espace. Le produit scalaire de U et U est

/

z z

le nombre réel défini par :
UV =z +yy + 27 (P.S1)
{ Exercices 56 a 60 page 312 ,Maths Repere, Hachottc}

EQMAV‘%U&: Si 'un des deux vecteurs @ ou ¥ est nul alors @.7 = 0. Nous reviendrons plus
loin sur ce point.

I. PRODUIT SCALAIRE F.PUCCI



Chepitre 10: PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE ET APPLICATIONS 217

Exercice  On considére un cube ABCDEFGH et I le centre de la face ADHE et on munit 'espace
du repére orthonormé direct (4 ; ﬁ; ﬁ; ﬁ)

1/ Dans ce repére, donner les coordonnées des

H G
vecteurs E, 1@, jﬁ, E, ﬁ, ﬁ, Eﬁ,

E?et[vg. FE /

2/ Calculer AB.AB et AC.AC. N

Une conjecture ? Ny

3/ Calculer Eﬁ, AB.DH et AB.AH.

Une conjecture ? [N

/ \
4/ Calculer et comparer AC.AC ot AC.AC I' DT e
puis /@ﬁ et 1@1@ Une conjecture ? /

5/ Calculer et comparer AC.IB.
Une conjecture ?

{ Applications pages 295 , Maths Repére,Hachcttc}

Cette premiere définition a déja de grandes conséquences, notamment sur les propriétés de
I’application
. E X B — R
@ ) ",

Proposition | (Propriétés algébriques)
Soient 7, T et W des vecteurs de I’espace et A un réel.
» Commutativité : 7.7 = V..
» Associativité : (\¥). 7 = A x (Z.7).
» Distributivité sur I'addition : o.(V. @) = 4.7 + «.W.

Ce qu’il faut donc retenir de cette propriété c’est que si le produit scalaire porte le nom
de « produit » c¢’est justement parce, a bien des égards, il se comporte comme un produit.

|— Preuve: Tout découle des propriétés de la multiplication et de ’addition de deux réels.

» Rien a faire a part regarder.

» Les coordonnées de A sont (Ax ;5 Ay ; Az). Dou :
()\7)7 = \zz’ + \yy' + X2z’ = Moz’ +yy' +22') = A x (77)
» Soient W (75 y”; 27), on écrit, développe, arrange un peu et observe :

T(VW) =2 +27) +y() +y7) + 22+ 27)
=xr' +yy +z7 +axr’ +yy” + 227,
.Y .
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—

EaMMr%)e: D’une maniere générale, remarquez que les formules de 5° n’ont pas changées :
— — —
(@+0)(C+d)=a2+a.d+ 0.0+ b.d.

On peut prolonger les ressemblances :

r—[chc"AJm ) (Identités remarquables)} .
» W. W = | @|*>. On note alors ¥? = W. 4 = |||

(@ + V)" =02 +20. 7 + 02
s (T =) =20 T+ (On rappelle que @2 = || 7).
(T +7).(T - 7) =22 - 7

Preuve: 11 suffit d’appliquer la (1) :
E

ar exemple, (7 + 7)2 = (7 + 7)(7 + 7) U A+ AT+ T A+0 I
=W+ AT+ U+ V=20V + T2

1.2 A l’aide de la Norme

Defivition 2

Soient W et ¥ deux vecteurs de I’espace. Le produit scalaire de U et U est le nombre
réel défini par :

27 = (IRP+ 171 - 12 - 217). (PS 2)

Preuve: Vérifions que les deux définitions ( ) et ( ) coincident :

x x r—a
Soient (y) , (y' et | y—1y | les coordonnées respectives de @, ¥ et @ — . On a :
!
z

z z—2

||7||2+||7||2—||7—7|l2=$2+y2+z2+x'2+y'2+z'2—(x—x')Q—(y—y')2—(z—z')2
i+ E b P 4 2w —
—yz+2yy’—};ﬂ/—,zz+2,zz’fz’z

= 2(:E:c' +yy + zz') =2U.7.

—
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Exercice 54 page 312 ,Maths Repere, Hachotto}

— —
Ee.MM‘%ue: Lorsque U =0outv = 0, on a déja vu que UV = 0.1l nest cependant pas
nécessaire que I'un des vecteurs soit nul pour que leur produit scalaire le soit comme le montre
I’exemple suivant :

Exemple 1: Soit ABC un triangle quelconque.

Onposeﬁzﬁet?zﬁ.
Alorsﬁ—?zB?et
7.7 = AB.AC

= %(AB2 + AC® — BC?). A

Sile triangle ABC est rectangle en A (ie) @ L ¥ alors, d’aprés le théoréme de Pythagore, AB>+AC? =

BC? (ie) /@ @ =0 : le produit scalaire de deux vecteurs peut donc étre nul sans qu’aucun de deux
facteurs ne le soit.

Voyons cela !

1.3 A l’aide de I’Angle et de la Norme

Deéfivition 2

Soient et ¥ deux vecteurs de I’espace. Le produit scalaire de U et U est le nombre
réel défini par :

U = ||L|| x| V] xcos (U ; V). (P.S 3)
ou (¥ ; V) désigne angle orienté des deux vecteurs o et .

Preuve: De méme que précédemment, il est nécessaire de vérifier que cette nouvelle définition coincide
avec les deux précédentes ( ) et ( ).

Soient ¥ et ¥ deux vecteurs de I’espace et considérons dng représentants O—/i = et @ =7 d'un
méme plan () ott O est Porigine d’'un repére (O; 7'; 7; k) orthonormé choisi de telle maniére que 7’

et 7 appartiennent a () et que 7 soit colinéaire & OA et de méme sens.

Notons M, l'intersection de la demi-droite [OB) et du cercle trigonométrique € de centre O.
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)

Calculons alors 7.7 = O—}l@ :
. 0OA ||7|| cos O—/i; O?)
Dans ce repere, OA| 0 | = 0 |, M| qn O—/i : @)
0

0 0

OB x cos O—/i @ |7 x cos (W ; V)
On en déduit OB OB x sin ﬁ O? ||7|| x sin (U ; 7)) , puis :
0

|7|| 17| x cos (W ; )
(ﬁ.()@( ) <||7||><sm(7 7))
= || x | F|| x cos (W 5 F)+0x | T xsin(&; T)+0x0
= [T x |7 x cos (U ,7)

—

La définition (P.5 3) fait apparaitre un lien extrémement intéressant entre produit scalaire et
orthogonalité tout en renforcant le lien avec le produit réel :

Defivition 4 (Vecteurs orthogonaux)

On dit que deux vecteurs non nuls U et U sont orthogonaux lorsque leur direction le

sont.

On note alors @ L .

~ Theoreme | ~
=10
ou
%W =0 si, et seulement si =1
ou
wLY
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|— Prewve: Un produit est nul si, et seulement si I'un de ses facteurs est nul :

2] =0 = W=7
ou
DT =0 |P)=0 = T =10

ou

cos(U ; V)=0 < (U ; 7)Eig 27] <= W L7V

—

Remarque: A la question (5) de I'exemple (1), on aurait donc conclue que ACG L 1B (ie) les
droites (AG) et (IB) sont orthogonales.

Applications pages 295

Math ére, Hachett
Exercices 62 et 63 page 312 ’ aths Repére, Hachette

Exercice (A savoir faire absolument) ..
92 2
) . ) 1 "5 .
1/ Déterminer le réel o pour que les vecteurs 4 ~3 et U 3~ | soient orthogonaux.
5 «

2/ Soient A(2; —=5; 1) et B(0; 2; 6).
Démontrer que la droite (2) qui passe par le point C' (=2 ; 3 ; 1) et de vecteur directeur U=
—47 4+ 7 — 3k est orthogonale & la droite (AB).

3/ Soient A(2;0; 2),B(4;0;0),C(1; —=2;1),D(-1;1;0)etE(1; —-1; 2).

(a) Prouvez que les points A, B et C ne sont pas alignés.

(b) Montrer que le vecteur DE est normal au plan (ABC) (ie) orthogonal & tout vecteur de
(ABC)~.

Correction:

1/ Les vecteurs U et U soient orthogonaux si, et seulement si leur produit scalaire est nul. On
cherche donc @ comme solution de 1’équation :

2 1
UV =0 — 2><<—g)—§><3+5a20
2 0o 23
10 7% “T 50

2/ Ici la donnée du point C ne sert a rien. Il suffit simplement de montrer que 1@ est orthogonal a
un vecteur directeur de (2)
-2 —4
o, AB7=|7|.[1)=847-15=0.
5 -3

Donc AB L @ (ie) (2) est orthogonale a la droite (AB).

Remargue: Si demandé, on pourrait se servir des coordonnées de C' pour chercher si les droites
(2) et (AB) sont perpendiculaires ou non.

1. Un éleve sérieux et volontaire cherchera si elles sont également perpendiculaires.
2. Les vecteurs n’ont toujours pas de point d’application. L’expression « vecteur de (ABC) » est un raccourcis

ou abus de langage signifiant « tout vecteur dont il existe un représentant M N avec M et N des points de (ABC).
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2 1
—
3/ (a) Il suffit de montrer que E 0 | et CA| 2], par exemple, ne sont pas colinéaires ce qui
—2 1

est manifestement le cas du fait des 2° coordonnées (—2 n’est pas un multiple de 0).
—
(b) Comme tout vecteur @ de (ABC) s’écrit comme combinaison linéaire de AB ot CA que
lon peut prendre comme vecteurs directeurs de (ABC') d’aprés la question précédente, il
suffit de montrer que ﬁ est orthogonal & ces derniers :

2 —2 P 1
or, DEAB=|—2|.| 7| et DECA=[—-2].[2
2 5 2 1

4 14410=0 —2 442=0.

D’ou ﬁ? = D?(L@erc—le) =x (ﬁx@) +y (ﬁm) = 0. Le vecteur ﬁ est donc

—_———— —_————
=0 =0
orthogonal & tout vecteur de (ABC). Il lui est normal.

La définition ( ) ameéne aussi d’autres propriétés intéressantes :

Proposition 2

» Si W.T #0alors cos (U ; ¥) = H Hﬂxﬁ R

» Si W et ¥ sont colinéaires alors

— ||| x ||| si W et ¥ sont de sens contraire.

- 7= { ||| x || 7] si W et ¥ sont de méme sens.

U = [V cos (T ; V).

» Easy ...

» @ et U sont colinéaires si, et seulement si

(U ; ¥)=0[27] < cos(U ; V) =1 (méme sens),
(W ; ¥)=721] <= cos(U ; ¥)=—1 (sens contraire).

—

Exercice  Soit ABC un triangle tel que AB = 4, AC = 5 et BC = 6 (I'unité est O = OJ = OK
dans le repére orthonormé direct.)

1/ Calculer le produit scalaire AB.AC.

2/ Déterminer une mesure de l'angle (/@ ; /@) arrondie au degré pres.

Ce lien entre mesure d’angle géométrie et longueur et un des fondements de la trigonométrie :

3. Deux droites sont orthogonales si, et seulement si leurs vecteurs directeurs le sont !
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Soit ABC un triangle dont les longueurs des cotés opposés aux angles géométriques ﬁ,
B et C' sont respectivement notés a, b et ¢. On a alors :

B

2 =a?+b%—2abcos A.
b2 = a? + ¢® — 2accos B.

a’? = b> + ¢ — 2bccos C.

E&MAV‘%J&: Lorsque le triangle ABC' est rectangle, on remarquera que ’on retrouve le théoréme
de Pythagore dont le théoreme d’Al-Kashi en est le prolongement.

Preuve: 11 suffit de combiner les définitions (.5 2) et (.5 3) :
|_D’aprés (P.S2),ona:

AB.AC

(2]« e e - e
(12" + e el

(62 +b% - a2).

1
2
1
2
1
2

Et d’apres (.S 3), on a :

783 = |78 |3 cos (38 7€)

= becos A.

En combinant les deux égalités, on obtient :

~ 1
bccos A = §<02 +b%— a2>

2bccos A = c2 +02—a?

a’®=c2+b - 2bccos A.
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I.4 A l’aide de la projection orthogonale
Defivition S

Soient W et ¥ deux vecteurs de Pespace et A, B et C trois points tels que U = E et
¥ = AC. Soient H le projeté orthogonal de C sur la direction (AB) et o] = AH. Alors :

0.7 = AB.AC = AB.AH = 4.7, (P.S 4)

{ Exercices 55 page 312 , Maths Repére,Hachcttc}

Preuve: Une simple relation de Chasles permet de faire apparaitre la composante de o orthogonale
F . Le théoréme (1) fondamental de 'annuler :

0.V = AB.AC = AB.(AH + HC)
— AB.AH + ABHC

ABLHC

—

La morale de la définition ( ) est que le produit scalaire supprime les composantes ortho-
gonale pour ne garder que celles qui sont colinéaires.

Un bon exemple de mise en pratique est ’exercice ci-dessous qui reprend exactement les idées
que la démonstration :

Exercice (Havteurs d'un triangle)  Soit ABC est un triangle quelconque.

Soit H le pied de la hauteur issue de A et K le pied de la hauteur issue de B. Les hauteurs (AH) et
(BK) se coupent en O.

1/ Calculer AC.CO et AC.CB en fonction de AC.

2/ Calculer AB.OC. (Penser a décomposer astucieusement les vecteurs! ")
3/ En déduire que (CO) est la 3° hauteur du triangle ABC.

I. PRODUIT SCALAIRE F.PUCCI
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4/ Conclure.

m Equations cartésiennes d’un plan
II.1 Vecteur Normal

Defivition b (Vecteur normal)

Dire qu'un vecteur non nul 77 est un vecteur normal (ou orthogonal) & un plan ()
signifie que 7/ est orthogonal & tout vecteur admettant un représentant dans () (ie)
pour tout vecteur @ admettant un représentant dans () :

U1 =0

On note alors 7 L (2).

Tout de suite une caractérisation plus aisée que de prendre tous les vecteurs d’un plan :

Un vecteur 77 est orthogonal & un plan (£?) si, et seulement si il est orthogonal a deux
vecteurs non colinéaires de ().

Prewve: Considérons deux vecteurs @ et ¥ non colinéaires de (22). 1ls forment donc une base des
|_vecteurs de () (ie) pour tout vecteur o de (), il existe un unique couple (a ; B) de réels tel que :

W=ad +B7.

Si 7 est orthogonal a U et ¥ alors, par distributivité du produit scalaire, il ’est avec W
o = ﬁ}.(aﬁ + ﬂﬁ) = 04(77) + 5(77) =0.

Par définition, 7 est donc orthogonal & ().

La réciproque est exactement la définition d’un vecteur normal & un plan (Z). I

Remargue: Si 7 est un vecteur normal & (), tout vecteur colinéaire & 7 est aussi normal &
(22). 1l suffit d’appliquer l’associativité du produit scalaire pour le comprendre :

Prewve: Soit 7 un vecteur normal & () et nf = A7, A € R*, un vecteur colinéaire a 77.
|_Pour tout vecteur u de (#), on a: m = ()\7)7 = )\(77) =0.

m est donc aussi normal & (). I

4. Par exemple, E(ﬁ = (ﬁ—&- C@)(&i + @)

F.PUCCI II. EQUATIONS CARTESIENNES D’UN PLAN
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Methode | (Trouver un vecteur normal & un plan)

Un plan est défini par deux vecteurs directeurs o et ¥ non colinéaires.
Pour trouver un vecteur 77 normal & ce plan, il suffira alors de trouver un vecteur non
nul et simultanément orthogonal & i et ¥ (ie) de résoudre le systéme

d’inconnues les coordonnées de 77 .

33

A =0
=0 "

{

R&MA—V‘%)&: Les vecteurs normaux n’étant pas uniques, les solutions ne le seront pas non plus.

ExeMPle 2: Soit un plan (£2) défini par la représentation paramétrique suivante :

r=2+3t+s
(2): { y=—1—t+5s, (t; s) € R%
z=4+4+t—s
Cherchons un vecteur 7 normal & () :
3 1

» () est dirigé par les vecteurs @ | =1 ] et 7 | 5

1 -1

T

» Les coordonnées | y | de 7 doivent donc vérifier le systéme :

z
z 3
-1]1 =0
U = z 1 3r—y+2=0 Y=z
<
.Y =0 z 1 t+5y—2=0 = 4z
Y 5 1=0
z -1

Faisant jouer a x, par exemple, le réle du parametre t. Le vecteur W (x; y; z) sera un vecteur
normal & () si, et seulement si ses coordonnées peuvent s’écrire sous la forme :

Réciproquement, il est clair que de tels vecteurs sont normaux a U et ¥ donc A (£2) d’apres le
théoréme (III).

On pourra vérifier, par exemple, que les vecteurs n (1; =1; —4), s (\/5 D=2 —4\/5) et

n4(—1; 1; 4) sont colinéaires et orthogonaux a ().

Maintenant qu’il est clair que tout plan posséde au moins un vecteur normal, on peut s’attacher
a comprendre le lien entre ces derniers. C’est I'objet du corollaire suivant :

1
5. Une droite vectorielle dirigée par le vecteur (1) .

—4
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Corollaire | (Caractérisation d’un plan par son vecteur normal)}

Le plan (&), passant par A et de vecteur normal 7 est Pensemble des points M de
I’espace tels que :

—

AM. 7 = 0.

Difficile de faire plus simple et étrangement ressemblant a la définition d’une droite dans le plan.

Preuve:
|_ | | — . . N .
» Tout d’abord si M € () alors le vecteur AM appartient aussi a (). Comme 7 est normal a
(£2), il Vest a tout vecteur de celui-ci, en particulier & AM et on a AM. 7 =0.

—
» Réciproquement, supposons que le point M de I'espace soit tel que AM .7 = 0 et montrons que
M e (2).

Posons H, le projeté orthogonal de M sur (&?). Par essence les vecteurs ﬁ et 70 ne sont pas
colinéaires.

Ils forment donc une base de vecteurs directeurs du plan (AM H) dans laquelle on peut décomposer
AM.

11 existe donc un couple de réels (a ; ) tel que :
AM = oAH + 57,

On a alors : m.W:O — (aﬁJrﬂW).ﬁ:O
— o(AH.7) +8|7|* =0.
Or, AH € () et W est normal & () donc AHT =0 (ie) B|7|* = 0.

Comme 7 est non nul, on obtient y = 0 (de) AM = oAH € (2).
On a donc bien M € (2).

Corollaire 2

Une droite (2) est perpendiculaire a un
plan () si, et seulement si 'un de ses vec-
teurs directeurs est normal au plan ().
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ou de maniere équivalente :

— Corollaire 2 \ |

Une droite (2) est perpendiculaire a un
plan (£2) si, et seulement si elle est per-
pendiculaire a deux droites sécantes de ce
plan.

Prewve: Posons 77, un vecteur directeur de (2) et A le point d’intersection entre (Z) et (2).
|_Montr0ns la véracité et I’équivalence des deux corollaires en un seul trait :

(2) est orthogonale & (&) w1 (2) i

=
— o est orthogonal a deux vecteurs U = AB et
v J(" non colinéaires de (&)

(2) est perpendiculaire a deux droites de ()
= passant par A et dirigées, respectivement, par U et

-5

—

Démonstration page 299 , Maths Repeére, Hachcttc}
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11.2 Plans perpendiculaires

Defivition 1

Deux plans (£) et (2') sont dit perpendiculaires (ou orthogonaux) si, et seulement
si une droite de I'un est orthogonale a I’autre plan.

'S = VOV La notion d’orthogonalité de deux plans est moins souple qu’avec deux droites.

Par exemple :

» Si (21) L (), une droite (2) de (£?)) peut étre parallele a une droite de (2') de (%2).

» Siun plan (£2) est perpendiculaire & deux plans (1) et (P2), les plans (Z1) et (H2) ne
sont pas nécessairement paralléles entre eux.

Cependant, les deux prolongement des postulats d’Euclide restent valables :

Rappels 2

» Si deux droites sont perpendiculaires & un méme plan, alors elles sont pa-
ralleles.

» Si deux plans sont perpendiculaires & une méme droite, ils sont paralleles.

6. Dans un repére orthogonal, on a (O; 7 7) L (0 g ?) et (O; g 7) L (0 7, ?) mais aussi
(0 7: F) L (0 7 %),

6. Pour bien comprendre pourquoi, il faudrait avoir des notions de dualité et d’hyperplan, ce qui n’est pas
encore au programme. Patience !
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Proposition 3

%
Deux plans () et (') de vecteurs normaux respectifs 7 et n’ sont perpendiculaires
ou orthogonaux si, et seulement si

—
./

=0.

Prevve:
|_ » Supposons d’abord que () est perpendiculaire a (£?'). Alors il existe une droite (2) de (2)
orthogonale a (£').
— —
(2) est alors orthogonale & toute droite de (£?') donc n' est un vecteur directeur de (2), n’ est
donc un vecteur de (£').
Comme 7 est un vecteur normal de (&), on a bien 7.n" = 0.

: -
» Supposons maintenant que .n' = 0.

%
Alors 7 et n’ ne sont pas colinéaires (ie) les plans () et (') sont sécants.
Soit A un point de (22) N (') et (2) la droite passant par A, dirigée par 7. (2) est orthogonale
a (Z), montrons donc que (2) est contenue dans (2').

—
Soit M € (2), il existe un réel k tel que AM = k7.

— —
AMa =k =0 = M e (2).

Conclusion, (2) est une droite de (£?') orthogonale au plan (£) donc (£?') est perpendiculaire
a ().

—

Cette proposition montre toute 'efficacité du vecteur normal sur les vecteurs directeurs :
Deux plans sont orthogonaux si, et seulement si leurs vecteurs normauzx le sont!

= R , —
Exemple. 3: Dans un repere orthonormé (O; VT k)

1 0
H
T k=10].l0o]=0<= (0;7;
0 1

Methode 2 (A retenir)
» Une droite est orthogonale a un plan si, et seulement si un vecteur directeur de la
droite est colinéaire a un vecteur normal au plan.

» Deux plans sont paralleles si, et seulement si leurs vecteurs normaux sont coli-
néaires.

» Deux plans sont orthogonaux si, et seulement si leurs vecteurs normaux sont or-
thogonaux.
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I1.3 Equation d’un plan

Il suffit de traduire, avec des coordonnées, le corollaire (1) :

_ )

L’équation cartésienne d’un plan (&) est de la forme :

ax + by + cz+d =0, avec a, b et ¢ non tous nuls.

a
Le vecteur 7 | b | est alors un vecteur normal au plan.
©
Démonstration page 298
< Maths Repére, Hachett
Exercices 66 a 69 page 313 ’ aths epere, Lachetie
x
Un point M | y | de 'espace appartiendra donc au plan (£2) si, et seulement si ses coordonnées
z

sont solutions de 1’équation a 3 inconnues ax + by + cz +d = 0.

R&MAV‘%)&: L’équation cartésienne n’est pas unique. On peut toujours multiplier les coefficients
a, b et ¢ par un facteur k£ non nul (ie) remplacer le vecteur normal 7 par un vecteur qui lui est
colinéaire.
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ROC

Deux implications a montrer :

» D’apres le corollaire (1), si M (z ; y; z) est un point de l'espace appartenant
au plan (&) passant par A(z4 ; ya; z4) et de vecteur normal K (a; b;c)

alors :
N Tr—TA a
AM 7 =0 < |y—wyal.l0]=0
Z—zA c

a(r —xa)+(y—ya)+(z—24)=0 < ax+by+cz—(axs+bys+cza)=0
d

axr +by+cz+d=0.

» Réciproquement, supposons que les coordonnées d’un point M (z ; y ; z) soient
solution de I’équation ax + by + cz + d = 0 et montrons qu’il appartient alors a
un certain plan () dont on devra trouver un vecteur normal 7 et un point A.

Comme a, b et ¢ sont non tous nuls, on peut, par exemple, supposer que a # 0.

d
Le point A (—— : 0 0) appartient donc au plan (£2).
a

On peut aussi poser 70 (a; b; c), vecteur non nul car a, b et ¢ sont non tous

nuls.
T + d a
— a d
On calcule alors AM. 7 = y a b| = (:z + —) X a+by+cz
a
c
z

=ar+by+cz+d=0.

D’apres le corollaire (1), le point M appartient donc au plan (£?) passant par
A et de vecteur normal 77.

—~ - - . , .
bxeMPla 4: Les Plans (O; 7 7), (0; e k) et (O 7 k) ont, respectivement, comme équation

z=0,y=0et z=0.

Applications pages 297

) , , Maths Repeére, Hachett
Exercice résolu 6 page 305 ’ athis fiepere, Liacioe

Exercice  Montrer que les plans (22) et (£?') sont perpendiculaires avec :

1 3
(Z): 204+y+1=0 et —§x+y+§zf4:0.
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Methode 3 (Fondamental)

1/ Déterminer une équation cartésienne d’un plan () de vecteur normal 77 et pas-
sant par un point A :

A(\/§; 92 5) et W(2; -3; —1).

2/ Trouver une équation cartésienne du plan (£2) parallele a un plan (Z?) et passant
par un point A :

AB;-1;0 e (£):2x—y+32=0.

3/ Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur d’un segment [AB] :

A(-1;1;0) e B(2;1; —1).

4/ Déterminer une équation cartésienne d’un plan (Z?) passant par un point A et
dirigé par deux vecteurs U et U

A1;2;3), W@;-1;2) e T(1;0;3).

Correction:

1/ D’apres le théoréme (IV), 'équation est tout de suite de la forme :
20 —3y—z+d=0.

Reste a trouver d. La méthode est la méme que pour les équations de droites dans le plan :

Un point appartient a un plan si, et seulement si ses coordonnées vérifient son équation ce qui se
traduit par :

A(\/i; 9. 5)6(32) = 22 3x(-2)-5+d=0
2W2+14+d=0
d=—1-2V2.

Donc (2): 2z —3y—z—1—2V2=0.

2/ Pour définir, un plan, il suffit de trouver un vecteur normal et un point appartenant & ce plan.
Pour le point, celui-ci est donné, pour le vecteur normal, celui de (&) convient. On obtient donc,
en deux temps :

(2): 2¢—-3y—1+d=0.
Pus A(3; -1;0)€(2) < 2x3-3x(-1)40+d=0
94+d=0
d=-9.
Donc (£2): 22 —3y—2—9=0.

3/ Le plan médiateur du segment [AB] est 'ensemble des points équidistants des extrémités A et

B. C’est donc le plan passant le milieu de [AB] et orthogonal au segment [AB] (ie) de vecteur

normal ﬁ :
TA+TB 1
9 3
2
Les coordonnées du milieu I de [AB] sont @ —| 1 |etaB| o
2at2p 1 -1
2 2
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Le plan médiateur (.#) a donc pour équation : 3z — z + d = 0.

Puis, toujours par le méme raisonnement :

Donc (A) : 3z —z—2=0.
[ Exercice résolu 1 page 300 ,Maths Repeére, Hachette}

4/ Tout d’abord bien s’assurer que les deux vecteurs U et U ne sont pas colinéaires méme si non
demandé. C’est bien le cas, leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles.

Une équation paramétrique de () est alors :

r=1+t+s
(@): {y=2-t  , (t;s)cR
z2=3+2t+ 3s

Une des méthodes pour obtenir une équation cartésienne de (&) est de faire disparaitre les deux
parametres s et t par des combinaisons linéaires sur , y et z :

r+y=3+s 9
(2): {z—2x=1+s’<t;s)€R'
(P): z+y—z—(—22)=3+4F—(1+§)
(#): 3ex+y—2z—2=0.

Une autre méthode est de chercher directement un vecteur 7 (a ; b ; ¢) orthogonal & o et o
(ie) dont les coordonnées sont solutions du systéme :

. =0 a—b+2c=0 b= —c
< <
WY =0 a+3c=0 a=—3c

Aucune condition ne porte sur le parameétre ¢. On choisit ¢ = —1, d’ou w1 et I’équation de
-1
(£) est 3z +y — z+ d=0. On trouve d de la méme maniére que précédemment.

E&MM‘%&: Suivant la valeur attribuée a ¢, on trouve une infinité de vecteurs colinéaires a et
normaux a (42).

- . 7\ \ H
Exercice (Bac) L’espace est rapporté a un repére orthonormal (O; e 7; k

C' ont pour coordonnées A(3; —2; 2),B(6; 1;5)etC(6; —2; —1).
Partie A

). Les points A, B et

1/ Démontrer, & 1'aide du produit scalaire, que le triangle ABC' est un triangle rectangle.

2/ Soit () le plan d’équation cartésienne :

r+y+z—3=0.

Prouver que (£2) est orthogonal & la droite (AB) et passe par le point A.
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3/ Soit (£') le plan orthogonal a la droite (AC') et passant par le point A. Déterminer une équation
cartésienne de (2').

4/ Déterminer un vecteur directeur de la droite (2) intersection des plans (£) et (£').
Partie B

1/ Soit D le point de coordonnées (0 ; 4 ; —1). Prouvez que la droite (AD) est perpendiculaire au
plan (ABC).

2/ Calculer le volume du tétraedre ABCD.

3/ Prouver que langle BDC a pour mesure g radian.

4/ (a) Calculer laire du triangle BDC.
(b) En déduire la distance du point A au plan (BDC).

Applications

III.1 Intersection d’une droite et d’un plan

La notion d’équation cartésienne et de vecteur normal simplifient grandement les questions de
positions relatives droite-plan.

Proposition 4

Soient (2) une droite de vecteur directeur u et () un plan de vecteur normal 77.
» Si W. 7 # 0 alors (P) et (2) sont sécants en un point.
» Si .7 = 0 alors soit A est un point quelconque de (2).

. Si A e (2), la droite (2) est contenue dans (Z?).
. Si A¢(2), ladroite (2) est strictement parallele a ().

)
N VA
)

A
@) A o P
(#) ) (2) o
() et (2) ont un unique point (2) est incluse dans le plan (P) et (2) n’ont aucun point
d’intersection (2) commun

» Si .7 #0 alors (2) n'est pas parallele & (). Elle lui est donc sécante.

» Si .7 = 0 alors (2) est parallele & (). Reste & savoir si elle est contenue dans ce dernier ou
s’ils sont disjoints. Tout dépend de I'appartenance d’un de ses points a (£2).

—
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Exercice  Déterminer l'intersection éventuelle du plan (&) d’équation 2z —y + 3z —2 =0 et de la
droite (2) de représentation paramétrique :

r=-24+t
(P): y=1+t ,teR

z =2t

Exercice 89 page 315

Exercices 97 4 99 page 317 ,Maths Repére, Hachette

II1.2 Intersection de deux plans
Propesition S

%
Soient (2) et (') deux plans de Iespace de vecteurs normaux respectifs 7 et n'.

%
» Si 7/ et n’ ne sont pas colinéaires, les plans () et (') sont sécants suivant une

droite (2)

%
» Si 7 et n' sont colinéaires et si A est un point quelconque de (2) :

. Si A€ (2), les plans (2) et () sont confondus.
. Si A¢ (), les plans () et () sont strictement paralleles.

X e "
7 _ ‘\\\\\\\ S — o

L’intersection de () et (2') L’intersection de () et (2') L’intersection de () et (£')
est la droite (2) est le plan (&) est vide

%
» Si 7 et n’ sont colinéaires alors les plans () et (2') sont paralleles. Reste & savoir s'ils sont
confondus ou disjoints.

%
» Si 7 et n’ ne sont pas colinéaires, les plans () et (2') sont sécants suivant une droite (2).

—

Exercice 94 page 316

Exercice 100 page 317 ,Maths Repeéere, Hachette
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Ee.MM‘%ue: Dans 'espace, une droite (Z) n’est pas représenter par une seule équation cartésienne
mais par deux : celles de deux plans sécants (ie) de vecteurs normaux non colinéaires dont elle
est 'intersection.

Methode 4 (Fondamental)

Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection de deux plans

sécants :
(P): z-3y+22—-5=0 et (L£):22+y+72—-1=0.
1 2
Correction: Les vecteurs normaux respectifs 7] | —3 | et 73 | 1| de () et (2') ne sont pas coli-
2 7

néaires donc les plans sont sécants en une droite (2).

L’idée est toujours la méme : traduire au niveau des coordonnées les propriétés d’'un point quelconque
de la droite.

M(z;y;2)€(2) < { Me () {$_3y+2z_5:0 (L)

M e () 20+y+T72—1=0 (L)

Etant donné que c’est un systéme a 3 inconnues pour deux équations, nous ne trouverons pas une solution
unique. On exprime deux des inconnues en fonction de la troisiéme qui jouera le role du parametre.

8 23
Tr+232—8=0 (L1)+3x(Ly) — x:?f7z
Ty+32+9=0 (L) —2x (L) 9 3
Yy=—5— 5%
T

En posant z = t, une représentation de (2) peut étre :

T T

@: ], _ 9 3, ter
Y=
z=t

Exercice  Soient (£2) et (') les plan d’équation

(P): 20—y—22—1=0 et (P£): —z+4y+2—-3=0.

Etudier Iintersection éventuelle des plans (2) et (2').

Exercice résolu 5 page 304
QCM page 306

,Maths Repere, Hachette]

{ Exercice 1 et II page 325 ,Maths Repére, Hachcttc}
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Hors-programme mais. . .

IV.1 Intersection de trois plans

Soient (£2), (2) et (#) trois plans de P'espace. Alors six cas sont possibles :

1/ Les plans (), (2) et (#Z) sont strictement paralléles.

4

-

w

» Le plan (2) est t avec (2) :
()N (2) = (7).

» Le plan () est sécant avec (%)
()N (#) = (2).

» Le plan (2) est t

écan ?Vei/c).(%) : %\$\\\§2§§ X

9
EeMAv-iue: Les droites (2), (2 ‘\\\\\\\\\\\i\\\\\

)
(2") n’ont aucune raison d’étre para
leles. D’apres le « théoreme du toit », elles
sont soit paralléles soit concourantes en un
unique point A.

—_
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algébrique, dans un repere orthonormé, la recherche
(#Z) d’équation respective

) et
(Z2): ayx+biy+c1z+dy =0, de vecteur normal ni (a1 ; by ; 1),
(2): asx +boy + caz +dy =0, de vecteur normal 13 (ag ; by ; c2),

D’un point de
plans (), (2
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revient & chercher les points M (z ; y ; z) de I'espace dont les coordonnées vérifient le systéme
de trois équations a 3 inconnues :

a1z +by+ciz+d =0
(S8): { asx +boy +coz+dy =0
asx +bsy +c3z+d3 =0

Le systéeme (S) peut donc avoir aucune solution, une unique solution ou une infinité.

Exercice  Déterminer U'intersection des plans (&), (2) et (Z) avec :

1/ (2): 3x4+3y+2+2=0,(2): y+z—5=0et (#): 22—-8=0.
2/ (P): 4o +3y+2+2=0,(2): 2+2y+2z—-5=0¢et (#): 3z +5y+2z—9=0.

Exercice 120 page 323 , Maths Repére,Hachcttc}

IV.2 Sphere

> 7R

On considére toujours un repére (O; 7'; 7; k) orthonormé de I’espace.

Defivition 8 (Sphere)

La sphere de centre €2 et de rayon R est I’ensemble des points M de ’espace vérifiant

QM = R.

Proposition 6
Soit A et B deux points de I’espace.

» La sphere de diametre [AB] est 'ensemble des points M de l'espace vérifiant :

MADME = 0.

» Soit R un réel strictement positif et 2 (a ; b ; ¢) un point de I’espace.

Une équation cartésienne de la sphere de centre €2 et de rayon R est :

(z—a)’+(y—b)?+ (2 - ) = R%

IV. HORS-PROGRAMME MAIS. .. F.PUCCI
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Preuve:
|_ » Soit I le milieu de [AB].

MAME =0 «= (Ml +TA).(MI +TB) =0 < MI?+ MI.IB + MI.TA+ TATE =0
TB=-TA

= MI?+ M1 (TA+TB) A2 =0 <= MI*=1A? < MI=1IA
P

TA+TB=T7
<= M appartient & la sphere de diametre [AB].

» Il suffit simplement de traduire la relation de la définition (8) au niveau des coordonnées :

M(z;y; 2)€Z(Q; R) «— QM? = R?
= (r—a)?+(y—0)7*+ (2 —c)* = R

—

{ Exercices 77 a 80 page 314 ,Maths Repére,Hachcttc}

[ Exercice 81 page 314 ,Maths Repére,Hachcttc}

— . - N p
Exercice (O 7; 7; k) est un repeére orthonormé de ’espace.

On consideére () est la sphere de centre J (0 ; 1; 0) et de rayon 1, deux réels u et v et les points M
P — - —N? —
et N définis par OM =uk et AN =v7 ou A(0; 2; 0).
1/ Donner une équation de la sphere ().

2/ (a) Quelles sont les coordonnées des points M et N ?

(b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (M N).

3/ Montrer que la droite (M N) est tangente & la sphere (%) si, et seulement si u?v? = 4.

[ Exercice résolu 4 page 303 ,Maths Repeére, Hachette}

Exercice 103 page 317
Exercices 104 & 110 pages 318-319 , Maths Repére, Hachette
Exercice 119 page 323

F.PUCCI IV. HORS-PROGRAMME MAIS. ..
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U =axz' +yy + 27
= (e e - - 1)

= [l x T[] x cos (U 5 )
— AB.AH = .5}

\\
(@@ +3).(¢-d)=ad.@-ad.d+b.¢-5.4d. zp — x4
(@+7) = D 20T + T2 AB = | yp —ya
ZB — ZA
I = mil([AB]) < I<$B‘;xA; yB‘;yA; zB‘;“).

Hﬂ?}H = \/ﬁ_ \/ (B —24)? + (yB — ya)? + (2B — 24)*.

U= (z;y;2) = | =vVU.T = /22 +1y2+ 22 7.7:0@7:6>OU7:6>0%§J_7.‘

(Dans un repére orthonormal)

u # (0 = cos = H7|| v ”7"

Un repére O; ; ] ; k: de l'espace est constitué d’un pomt
origine O et de trois vecteurs non coplanaires _> _> et k B
£ _
<:>OM: T4yl +2k e ¢ =a® 4 b? — 2abcos A.
< | 2 =a?+ 2 — 2accos B.
—> ~
7 J: k) est orthonormal si, et seulement si a’> =b%+ ¢ — 2bccos C.
17 = ||J||—Hk:H—1
27 =7FE=7.%k=0.
y
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» La spheére de centre Q (a ; b ; ¢) et de rayon R,

» ou la sphere de diametre [AB]

x
est ’ensemble des points M | y | de I'espace vérifiant :
z

QM = R — m.]\ﬁzo.

(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2:R2.I

F.PUCCI 243
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Exercice 1 5 points

Commun a tous les candidats

En prévision d’une élection entre deux candidats A et B, un institut de sondage recueille les
intentions de vote de futurs électeurs.

Parmi les 1200 personnes qui ont répondu au sondage, 47 % affirment vouloir voter pour le
candidat A et les autres pour le candidat B.

Compte-tenu du profil des candidats, I'institut de sondage estime que 10 % des personnes décla-
rant vouloir voter pour le candidat A ne disent pas la vérité et votent en réalité pour le candidat
B, tandis que 20 % des personnes déclarant vouloir voter pour le candidat B ne disent pas la
vérité et votent en réalité pour le candidat A.

On choisit au hasard une personne ayant répondu au sondage et on note :

e A l'événement « La personne interrogée affirme vouloir voter pour le candidat A » ;
e B lévénement « La personne interrogée affirme vouloir voter pour le candidat B » ;

e TV I'’événement « La personne interrogée dit la vérité ».

1/ Construire un arbre de probabilités traduisant la situation.

2/ Démontrer que la probabilité que la personne choisie vote effectivement pour le candidat
A est 0,529.

3/ (a) Calculer la probabilité que la personne interrogée dise la vérité.

(b) Sachant que la personne interrogée dit la vérité, calculer la probabilité qu’elle affirme
vouloir voter pour le candidat A.

Exercice 2 5 points

Commun a tous les candidats

On considére la courbe C d’équation y = e”, /
tracée ci-contre.

e~
\

w
~

Pour tout réel m strictement positif, on note
D,,, la droite d’équation y = mx. /

N

—

P

[RI

Do
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1/ Dans cette question, on choisit m = e.

Démontrer que la droite D,, d’équation y = ex, est tangente a la courbe C en son point
d’abscisse 1.

2/ Conjecturer, selon les valeurs prises par le réel strictement positif m, le nombre de points
d’intersection de la courbe C et de la droite D,,.

3/ Démonstration de la conjecture.

On pose ¢, la fonction définie sur R par f(z) — max.

(a) Montrer que ¢ admet un minimum en Inm que 'on déterminera.

(b) Démontrer la conjecture.

Exercice 3 5 points

Commun a tous les candidats

Soit un cube ABCDEFGH d’aréte 1.
Dans le repére (A ; ﬁ, ﬁ, ﬁ), on considere les points M, N et P de coordonnées respectives

3 1 5
M(1;1; =), N{O; =5 1), P(1;0; ——.
(7 74)7 (727 )7 (7 ’ 4)

1/ Placer M, N et P sur la figure donnée en annexe.

2/ Déterminer les coordonnées des vecteurs W et W

En déduire que les points M, N et P ne sont pas alignés.

3/ (a) Déterminer une représentation paramétrique du plan (MNP).

(b) On considére la droite A passant par F et de vecteur directeur 7(5 ; —8 ; 4).

Déterminer une représentation paramétrique de la droite A.

(c) Montrer que le plan (MNP) et la droite A sont sécants.

4/ Soit K le point d’intersection du plan (MNP) et de la droite A.

24 23
Démont 1 données d int Ksont (= ; —; — ).
(a) Démontrer que les coordonnées du point K son (7 b 35 35)
27
(b) Montrer que FK = 35

5/ Sur la figure donnée en annexe, tracer en vert et avec soin la section du cube ABCDEFGH
par le plan (MNP). On laissera les traits de construction apparents. Aucune justification
n’est demandée.

246/
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Exercice 4

Candidat n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

Partie A

Soit (uy) la suite définie par son premier terme ug et, pour tout entier naturel n, par la relation

Unt1 = auy, +b  (a et b réels non nuls tels que a # 1).

b

On pose, pour tout entier naturel n, v, = u, — T .
—a

1/ Démontrer que, la suite (v,) est géométrique de raison a.

2/ (a) Donner 'expression de (v,)nen en fonction de n et vy.

(b) En déduire que si a appartient a 'intervalle | — 1 ; 1[, alors la suite (u,) a pour limite
b

1—a

Partie B

En mars 2015, Max achete une plante verte mesurant 80 cm. On lui conseille de la tailler tous

les ans, au mois de mars, en coupant un quart de sa hauteur. La plante poussera alors de 30 cm
au cours des douze mois suivants.

Des qu’il rentre chez lui, Max taille sa plante.

1/ Quelle sera la hauteur de la plante en mars 2016 avant que Max ne la taille 7

2/ Pour tout entier naturel n, on note h,, la hauteur de la plante, avant sa taille, en mars de
lannée (2015 + n).
(a) Justifier que, pour tout entier naturel n, hy4+1 = 0,75k, + 30.

(b) Conjecturer a 'aide de la calculatrice le sens de variations de la suite (hy,).

Démontrer cette conjecture (on pourra utiliser un raisonnement par récurrence).

(c¢) La suite (hy,) est-elle convergente ? Justifier la réponse.

247/421
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Exercice 4 5 points
Candidats ayant choisi ’enseignement de spécialité

Dans cet exercice, on s’intéresse aux triplets d’entiers naturels non nuls (z, y, z) tels que

Ces triplets seront nommés « triplets pythagoriciens » en référence aux triangles rectangles dont
ils mesurent les cOtés, et notés en abrégé « TP ».

Ainsi (3, 4, 5) est un TP car 3% + 4% = 9+ 16 = 25 = 5°.

Partie A : généralités

1/ Démontrer que, si (z, y, z) est un TP, et p un entier naturel non nul, alors le triplet
(pz, py, pz) est lui aussi un TP.

2/ Démontrer que, si (x, y, z) est un TP, alors les entiers naturels x, y et z ne peuvent pas
étre tous les trois impairs.

3/ Pour cette question, on admet que tout entier naturel non nul n peut s’écrire d’une fagon
unique sous la forme du produit d’une puissance de 2 par un entier impair :

n = 2% x k ol « est un entier naturel (éventuellement nul) et k& un entier naturel impair.
L’écriture n = 2% x k est nommée décomposition de n.

Voici par exemple les décompositions des entiers 9 et 120 : 9 = 2° x 9,

120 = 2% x 15.

(a) Donner la décomposition de I’entier 192.

(b) Soient x et z deux entiers naturels non nuls, dont les décompositions sont = = 2% x k
et z =2 xm.
Ecrire la décomposition des entiers naturels 222 et z2.

(¢) En examinant I'exposant de 2 dans la décomposition de 222 et dans celle de 22 ,

montrer qu'il n’existe pas de couple d’entiers naturels non nuls (z, z) tels que 222 =

22.

On admet que la question A - 3. permet d’établir que les trois entiers naturels z, y et
z sont deux a deux distincts. Comme de plus les entiers naturels x, y jouent un role
symétrique, dans la suite, pour tout TP (x, y, z), les trois entiers naturels x, y et z seront
rangés dans 'ordre suivant :

r<y<z

Partie B : recherche de triplets pythagoriciens contenant ’entier 2015

1/ Décomposer en produit de facteurs premiers I'entier 2015 puis, en utilisant le TP donné
dans le préambule, déterminer un TP de la forme (z, y, 2015).
: 2 2 2 2 2
2/ On admet que, pour tout entier naturel n, (2n+ 1)+ (2n + Qn) = (2n +2n + 1) .
Déterminer un TP de la forme (2015, y, z).

3/ (a) En remarquant que 403% = 169 x 961, déterminer un couple d’entiers naturels non
nuls (x, z) tels que : 22 — 2% = 4032, avec x < 403.
(b) En déduire un TP de la forme (z, 2015, z).
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EXERCICE 3 : Commun a tous les candidats

H
! G
|
E [
|
F

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

s ——
P C
AL‘“““-————-____________

B

249/421



250 Chapitre 1o: PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE ET APPLICATIONS

IV. HORS-PROGRAMME MAIS. .. F.PUCCI



CHAPITRE

Caleul Inteqgral

D’un autre c6té, les mathématiciens étant aussi des géometres, il était tout aussi intéressant de
savoir calculer l'aire d’une surface un peu moins simple qu'un rectangle (ie) délimitée par une
portion de courbe par exemple. Difficile a priori ce probleme trouva une solution élégante et
triviale lorsque le lien avec les primitives fut trouvé.

Mettons nos pas dans ceux de ces mathématiciens du XVII® siecle et attaquons nous au calcul
intégral !

Sommaire

251
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n Primitives d’une fonction sur un intervalle
1.1 Généralités

Deéfivition |

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On appelle primitive de f sur [
toute fonction F' définie et dérivable sur I vérifiant

F'(z) = f(x) pour tout x € I.

Ee.MM‘%ue: On ne parle pas de LA primitive, mais DES primitives de f. En effet, si F' est une
primitive de f alors F' + ¢, ¢ € R est aussi une primitive de f.

ExeMPle ): Considérons la fonction f définie sur R par f(z) = 322

» La fonction F' définie sur R par F(z) = 2* est une primitive de f sur R.

» La fonction G' définie sur R par G(z) = 2° + 2 est aussi une primitive de f sur R.

ReMA,r%)a: La fonction définie sur R par §x3 est une primitive de 2 sur R.

Application 1 page 175 ,Maths Repére,Hachcttc}

Proposition |

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

1/ Si f admet une primitive F' sur I, les primitives de f sont les fonctions du type
F + ¢ ou c est une constante réelle.

2/ Si de plus on impose la condition F'(x¢) = yo, la primitive est unique.

3/ Si F et G sont respectivement des primitives de f et g et A € R alors F + G et A\F
sont des primitives de f + g et Af.

|— Preuve: Trivial en dérivant chacune des primitives et en utilisant la linéarité de la dérivation. I

Démonstration page 181

Maths Repére, Hachett
Applications 2 et 3 page 175 ’ aths TLepers, Liacette

Ee.MM‘%ue: Pour les physiciens ', la condition F'(xg) = yo est appelée condition initiale.

' = VaplelVl Sila « primitivation » est une opération linéaire, elle n’est en rien compatible

avec la multiplication et personne ne songera JAMAIS & écrire qu’une primitive de fx gest ...".

1. et les chimistes.
2. Jai dit JAMAIS!

I. PRIMITIVES D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE F.PUCCI
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Exemple 2:
, 1, 1, 1, 1,
» Les fonctions Fy(z) = %5 Fi(x) = 1° +1, Fy(x) = 1 +2,.., F(x) = Ve +cavecceR
sont toutes des primitives de la fonctions f : x — 5

Leur courbe représentative se déduisent les unes des autres par une translation de direction celle
de I'axe des ordonnées.

» On préférera souvent une primitive particuliére comme Fy vérifiant Fy(0) = 0.

N

Iy

NN S
NN e 7/

1.2 Primitives des fonctions de référence

La lecture du tableau des primitive se fait en lisant celui des dérivées « a I’envers ».
Les fonctions f suivantes sont définies, dérivables sur U'intervalle I, n est un entier relatif non
nul différent de —1.

Fonction f Fonction F 1
z —0 xr +—>c,ceER R
1
z — 2" (n € N) T — gt R
n+1
T — = x —Inz 10; +o00]
x
s meN\{1)) |7 — R*
* zn M . n—1 zn-1
— ! — 2z 10; +o00]
x — x T ; o0
Vi ’
xr— e’ xr—> e’ R
x +— sin(z) x — —cos(x) R
x +— cos(x) x +— sin(z) R
1 T U
2 )
1+ tan . tan —§+k7r,§+k7r (keZ)

EeMAr%:e: Ce tableau ne donne qu’UNE primitive de la fonction f. Pour obtenir toutes les
primitives de f, il suffit de rajouter une constante c a F.

F.PUCCI I. PRIMITIVES D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE
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Exemples 3:

1 1
» Une primitive de la fonction définie sur R* par f(z) = — = r78 est F(z) = -
x x

» Comme (x Inx — x)/ =Inxz — { + 1, une primitive de z — Inx est la fonction z — zInz — .

Ne pensez pas, cependant, qu’il sera toujours aussi facile de trouver une primitive d’une fonction.
C’est, le plus souvent une question extrémement difficile voire irrésoluble pour les plus grands”.

1.3 Opérations sur les primitives

u et v’ sont des fonction définies sur I, de primitives v et v et n est un entier relatif non nul
différent de -1.

Il suffit de résumer la (1) et de se rappeler de la formule de la dérivée d’une fonction
composée :
(F(u)) =4 x f(u), o F est une primitive de f (ie) F' = f.

Fonction du type | Une primitive | Condition
w + 0 u+ v
kx kxu
unJrl
u'u” u(z) # 0 pour tout = € I si n est négatif
n+1
u'e" ev
!/
L Inu
v u(z) >0 sur [
,LL/
— u
Vi v
1.
cos(ax + b) —sin(az+b) | a#0
a

Exemple 4:

2 5 /5 oo (22 —1)°
» f(x) = 2x(z® — 1)° est du type v'u’ de primitive e Donc, F(z) = %
1
» f(z) = 32% + cos(7z) est du type v/ + v’ de primitive u + v. Donc, F(z) = z° + = sin(7x).
» f(x) = —3e73* ! est du type v/ e* de primitive e*. Donc, F(z) = e 371,

2¢ — 1 '

__«r—-1 u .. _ 2
» fz) = P — est du type " de primitive In(u). Donc, F(x) = In(z* — z + 3).
1 / 2

» f(z) = WerEwi est du type % de primitive 2y/u. Donc, F(z) = g\/Sac + 4.

[ Exercice résolu 5 page 190 , Maths Repére,Hachette}

1
+ §+1>'

I. PRIMITIVES D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE F.PUCCI

3. Quelle est une primitive de sur R ? Réponse : —In (

8|~

1
V1 + x2
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Methode | (Trouver une primitive)

D’une maniere générale, pour trouver une primitive F' d’une fonction f, on revisite son
tableau des fonctions dérivées a ’envers et on conjecture la forme de la fonction F' puis
on complete avec des coefficients multiplicatifs afin de simplifier ceux qui apparaitraient
en dérivant la fonction F'.

'Sy = VR0Vl Trouver une primitive, je le redis, n’est pas toujours chose facile. Des manipula-

tions plus sophistiquées (par exemple pour les fonctions rationnelles ou les fonctions possédant
des radicaux) sont parfois nécessaires pour déterminer une primitive.

Pire, parfois la primitive ne correspond a aucune fonction connue. Elle est alors uniquement
définie par une intégrale ~.

Contrairement a la dérivation qui est toujours possible, la recherche de primitive s’avere donc
parfois impossible!. ..

Applications page 177
Exercice résolu 1 pages 184-185

Maths Repeére, Hachcttc]

{ Exercice résolu 3 page 188 , Maths Repére,Hachcttc}

Dans toute la suite de ce chapitre, on se place dans un repere orthonormal (O; g 7)

m Intégrale d’une fonction

EAPfels )

Une fonction f définie sur un intervalle I de R est dite continue sur I si on peut
tracer sa courbe représentative dans un repeére d’un trait continu sans lever le

= b
o A

fonction continue fonction discontinue

2
4. Par exemple, la primitive de z — e~ ”

F.PUCCI II. INTEGRALE D’'UNE FONCTION
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I1.1 Intégrale d’une fonction continue

Defivition 2 (Intégrale)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a;b].
On appelle intégrale de f sur I l'aire algébrique du domaine délimité par :

» la courbe représentative Cy de f, c
f
» ’axe des abscisses |
b
» et les droites d’équations x = a et x = b. / f(z)dz
a
On note alors cette intégrale :
_>
b J
/ f(z)dz | 0] — i
“ :ZB =a ¢ : =0

b
/ f(z)dx se lit « somme de a a b de f(z)dz ».

Notation :

» a et b sont les bornes d’intégration.

» Le x dans « dx » est la variable par rapport a laquelle on effectue les calculs. Elle est dite
muette, d’autres lettres peuvent étre utilisées :

bf($)d$= bf(t)dt: bf(u)du: bf(z)dz:...
[ s | a a

b
Lorsque la fonction f ne prend que des valeurs positives, / f(x)dz correspond a l'aire du

a
domaine délimité précédemment et exprimée en unités d’aire (u.a.) (ie) 'aire du rectangle formé
par les vecteurs 7 et 7

b
Dans le cas ou les valeurs de f sont négatives, 'aire sera égale a — / f(x)dx.
a

Exercice

On donne la représentation suivante d’une fonc-
tion f sur [—2;3] ainsi que les mesures : | 7| =
2em et || 7] = 3em.

Calculer :

1 —+
1/ L’unité d’aire.

3
ta 1Pas 2 T T T
2/ [2 f(x) dx puis l'aire en em?. o . 5 3

II. INTEGRALE D’UNE FONCTION F.PUCCI
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Correction:
1/ L’unité d’aire vaut : u.a =2 x 3 = 6cm?.
2/ Pour calculer l'intégrale, il faut calculer l'aire sous la courbe en unité d’aire soit le nombre de

rectangles. Il y a 7 rectangles pleins un demi rectangle en haut a gauche et un triangle en haut a

droite de coté respectifs 2 et 1 soit

= 1 rectangle.

On en déduit donc :

3
/f(x)dz:8,5 et A=8,5x6=51cm’

-2

[ Exercice 31 page 198 , Maths Repére,Hachette}

1
ExeMPle S: Calcul de / 1—22dz.
-1

Le cercle de centre O et de rayon 1 a pour équa-
tion :

2?2 +y?=1. T
On en déduit alors que le demi-cercle de centre
O et de rayon 1 pour ¥y > 0 a pour équation

y=+1-—2a2

1
L’intégrale / v 1 — 22 dzx est donc aire du demi-
-1

disque de rayon 1 soit g

1
/ 1—£C2d£C=I.
. 2

[ Application 1 page 171 ,Maths Repére,Hachcttc}

~ Corollaire | (Positivite) .

Soit f et g des fonctions continues sur un intervalle [a;b] de R.

> /aaf(x)d:czo.

b
» Si f est positive sur [a;b], alors / f(z)dz > 0.
b b
» Si pour tout = € [a;b], f(z) < g(x), alors / f(z)dz < / g(z)dx.

F.PUCCI II. INTEGRALE D’'UNE FONCTION
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‘PV‘&UV&:
|_ » L’aire du domaine est nulle ...

» Cette assertion découle de la définition : si f Cs
est positive, l'aire de la surface située entre |
la courbe représentative et ’axe des abscisses
sur lintervalle [a;b] est positive.

De la méme maniere, si f était négative, alors

/abf(x)dxgo

» Il suffit d’appliquer la proposition précédente I @ ="b
a la fonction h =g — f > 0.

Démonstration page 180

Math ére, Hachett
Application 1 page 173’ aths Repére, Hac 1ette]

EC.MA-V QUQ: La réci[)roque de la [)OSitiVité n’est pas forcément vraie, on peut avoir x)dx 2 0
’ p
a

sans avoir f positive sur [a;b] comme on va le voir dans ’exemple suivant.

1
Exemple b: Soit f la fonction affine définie sur R par f(z) = 3% + 2.

3
> / f(z)dx est laire du trapéze DEFG

2.
soit :
5
DG EF
/ fla o DE =5, :
3
/ f(z)dx est la somme des aires algé- 2
briques des triangles ABC et BEF soit : |
7
% ——
—1 g 1 D2 3 4

3
/ f(z)dz = Aprr — AaBc
—4

:5x572x2:127572
2 2

=10, 5.

3
Dans ce cas, / f(z) dz ne correspond par

—4
a l’aire du polygone ACBFE.

3
En particulier, / f(z)dx = 10,5 > 0 sans que f ne soit positive sur tout l'intervalle [—4 ;3] comme
—4

annoncé dans la remarque précédente.

[ Application 3 page 171 ,Maths Repeére, Hachette

Application 3 page 173 (questions 1 et 2)
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On voit tout de suite, qu’il deviendrait rapide-
ment difficile de calculer de telles aires sous des
courbes quelconques méme tres simples comme

41
/ —dx =7
1z

En considérant 'additivité des aires algébriques, on obtient une propriété simple, logique, fami-

liere et qui va nous étre tres utile par la suite :

Proposition 2 (Relation de Chasles )

Soit f une fonction continue sur Uintervalle [a;b] de R et ¢ € [a;b], alors :

/abf(a:)dx:/acf(a:)dm-l—/cbf(m)dm.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b].

/baf(a:)dx:—/abf(w)dx

|— Prewve: D’aprés la proposition (2), on :

/abf(:z:)dx+/baf(a:)dx=/aa

(z)dz =0
b

| f@ae== [ s

Il est désormais temps de s’attaquer a trouver un moyen de calculer la valeur de celle-ci. Les

primitives vont nous y aider .

5. Mathématicien francais né en 1793 et mort en 1880.
6. Il y avait forcément un lien!

—

F.PUCCI
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I1.2 Lien entre Intégrale et primitive

Soit f une fonction continue et positive définie sur U'intervalle [a;b] et  un nombre réel quel-
T

conque de cet intervalle. L’intégrale / f(t) dt est aire de la partie coloriée en bleue qui dépend
a

de x.

| f@laa

S ————

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a est un réel de I.
xr

Alors la fonction F' définie sur I par F(z) = / f(t)dt est 'unique primitive de f sur I
telle que F'(a) = 0. ‘

Prewve: D’aprés la définition (1), il suffit de montrer que F est dérivable sur I et que sa fonction
|_dérivée est la fonction f.

De plus, d’apres la proposition (2), quitte & découper l'intégrale sur les intervalles ot la fonction f est

strictement monotone, on peut supposer que f est croissante sur

Soient ¢ quelconque dans Uintervalle I et h € R* tel que zo + h € I.

Cas h>0:

xo+h
» F(xzo+h) = / f(t) dt est Vaire entre I’axe des abscisses et la courbe % sur l'intervalle
[a;zo + h].

xo
» F(x) = / f(t) dt est laire entre ’axe des abscisses et la courbe % sur Uintervalle [a;zo ].

xo+h
» La différence F(zo + h) — F(x¢) = / f(t)dt correspond alors a l'aire entre I'axe des
€T

abscisses et la courbe % sur l'intervalle [xo;x0 + h].

II. INTEGRALE D’UNE FONCTION F.PUCCI
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= f(xo +h)
—t f(zo)

Y R ————

i) xo + h b

7

Comme la fonction f est croissante sur [xg ;2o + k], pour tout ¢ compris entre g et zo + h :

f(zo) < f(t) < f(xo + h).

xo+h
Laire / f(t) dt est donc comprise entre h X f(xq), aire du petit rectangle sous la courbe, et
Zo

h x f(xg + h), aire du grand rectangle englobant la courbe (ie)
h x f(zo) < F(wo + h) — F(xo) < h x f(zo + h).

En divisant I'inégalité par h > 0, on obtient alors un encadrement du taux de variation de f en
Zo -
F(,TO + h) - F(.To)

f(xo) < Y

< f(wo + h)

Comme f est continue en xg, on a : }1111% f(xo + h) = f(xg). D’apres le théoréme d’encadrement,
—

on en déduit :
lim F(zo +h) — F(xo)
h—0t h

= f(zo)-
Cas h < 0 : Le méme raisonnement conduit successivement & :

th($0+h)<F(.T0+h)—F($0)<h><f($0)

Puis,
F h)—F
Flao + 1y > TN T gy (h <0
F h)—F

Et enfin lim (2o + 1) (zo0) = f(xo).

h—0~ h

Conclusion : lim Flwo +h) = Flao) = lim Flwo +h) = Flzo) = f(=zo). La fonction F est donc
h—0+t h h—0~ h

dérivable en tout x¢ de I et F'(xg) = f(xo)

Il est clair que F'(a) = / f(t)dt =0 et d’apres la (1).2, cette primitive est unique. I
{ Démonstration page 182 ,Maths Repére,Hachette}

{ Exercice résolu 7 pages 192-193 , Maths Repére,Hachette}
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Ce théoréme, le plus important du chapitre, va nous amener toutes les propriétés et simplifica-
tions désirées mais avant d’aller plus avant, la démonstration montre que seule, la continuité de
f était nécessaire. Ceci est suffisamment important pour étre noté :

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur 1.

E Conséquences du théoréme (1)

II1.1 Calculs d’intégrales

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a;b] et F' une primitive de f sur I,
alors

Pour les calculs, on note : /ab f(x)dz = [F(x)]% = F(b) — F(a).

x

Preuve: On sait que la fonction G : z — / f(t)dt est la primitive de f sur I telle que G(a) = 0.
|_Si F' est une primitive de f sur I, alors il existe ¢ € R tel que pour tout z de I, G(z) = F(x) + ¢. Or
G(a) =0, d’ott ¢ = —F'(a) et on obtient : / ft)dt = F(z) — F(a).

b
Pour « = b, on obtient bien / f(®)dt = F(b) — F(a). I

,Maths Repeére, Hachette

Démonstration page 183
Application 4 page 175

Ee.MM-%)e.: la valeur de l'intégrale est donc indépendante du choix de F'.

Prewve: Soient I et G = F + ¢, ¢ € R deux primitives d’une fonction continue f.
|_A

b
lors / F@©)dt =[G, = [F(t) + b = F(b) + ¢ — F(a) — ¢ = F(b) — Fla). |
Exemple T:
4 T
[ édx = [ln(x)]é i
3 ¢,
1
=In4—1n 3 T ! ' ' i
=1n8 u.a. ~ 2,08 cm?.

III. CONSEQUENCES DU THEOREME (?7) F.PUCCI



chwpitre 1. CALCUL INTEGRAL 263

1
(Aire du domaine compris entre la courbe d’équation y = —, 'axe des abscisses et les droites d’équation
x

=3 et x = 4 dans un repere orthonormé (O; g 7) d’unité graphique 1 cm)

s
/ cosxdx = [sinz]]
0

=sinm —sin0

=0.

b
Le théoréeme (I1) rameéne donc le calcul de l'intégrale / f(t)dt a la recherche d’une primitive

a
F de f sur [a;b]. Cela semble simple sur des exemples élémentaires mais ne croyez pas que ce
le soit. Nombre de fonctions pourtant simples en apparence n’ont pas de primitives explicite.

ExeMPle 8: Quelle est une primitive de la fonction définie par f(z) = e 7

I11.2 Propriétés de l'intégrale
Proposition 3 (Linéarité)
Soient f et g deux fonctions continues sur [a;b] de R et A\ un réel, alors :

- [ U@ o) do= [ @+ [ ge)e:

> /ab)\f(x)dmz /\/abf(:v)d:v.

b

/ab (Af(z) +g(x)) da = )\/abf(x) da +/a g(z) dz.

|— Prewve: Montrer les deux propositions est équivalent & montrer que :

Soient alors F' et G, deux primitives sur [a;b], respectivement, de f et g alors A\F' 4+ G est une primitive
de A\f +¢. Il n’y a plus qu’ & appliquer le théoréme (I1) :

b
/ (Mf(2) + g() dz = \F(z) + G@)]E = AF(b) + G(b) — AF(a) — G(a).

b b
A/ M (z)dz +/ g(x)dz = \[F(2))% + [G(x)]2 = AF(b) — AF(a) + G(b) — G(a).
b

Done /ab (M (@) + 9(2) dzA/abf(z)dH/a o(z) da. ]

Ce théoreme permet en pratique de ramener le calcul d’une intégrale d’une fonction complexe a
une succession d’intégrations de fonctions plus élémentaires.

7. Comme la dérivation, 'intégration se comportera donc bien avec les sommes.

F.PUCCI III. CONSEQUENCES DU THEOREME (?7)
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Exemple A:

2 5 2 29
I:/ <6x+—) dx:3/ 2:de+5/ —dx
1 T 1 1 X

=3[2212 +5[lnz]? =3(22 1)+ 5(n2 —1n1)
=945In2.

Formule de la moyenne

Ce paragraphe aurait pu se situer avant le théoréme (1) dont il lui est indépendant. Il n’apparait
maintenant que dans le but de pouvoir calculer quelques intégrales plus facilement. Voyez cela
comme une pause théorique avant d’entamer les calculs pratiques.

S’il existe deux réels m et M tels que, pour tout z € [a;b], m < f(z) < M alors on a :

|— Preuwve: D’apres le corollaire (1), si f(z) < M sur [a;b] alors

/abf(x)dxg/abde.

b
Or, / M dzx correspond a l'aire du rectangle de longueur b — a et de hauteur M (ie) d’aire M (b — a).

b
D’out / f(z)de < M(b—a).
a
De la méme maniére si m < f(z) sur [a;b] alors
b
m(b—a) < / f(z)da.
a
On obtient bien ’encadrement :

b
mw—a)g/‘ﬂ@dngﬂb—@.

b
D’un point de vue graphique, l'aire / f(x)dx est

a
encadrée par laire des deux rectangles inférieur et
supérieur.

Démonstration page 180
Application 2 page 173 , Maths Repére, Hachette
Exercice résolu 2 page 186

IV. FORMULE DE LA MOYENNE F.PUCCI
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La philosophie de ce théoréme est que l'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a;b]
ne peut faire n’importe quoi comme devenir infinie par exemple. Elle est bornée par le produit
des extrema de la fonction par la longueur de l'intervalle. Ce théoréeme est important maison a
mieux. Pourquoi se contenter d’une faible inégalité alors qu’on pourrait avoir une égalité ?

[ Exercice résolu 8 page 194 ,Maths Repére,Hachette}

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a;b].
b
Alors il existe un réel ¢ de [a;b] tel que / f(z)dz = (b—a)f(c).
a
1
b—a

Le nombre f(c) =

b

/ f(x)dz est alors appelé la valeur moyenne de f entre a
a

et b.

Ee.MAr\r%)e_: Le signe / se dit aussi « somme », ce qui nous donne une formule similaire a la

formule de la moyenne classique :

[a;b]
t M =max f et on a :

a;

|— Preuve: La fonction f étant continue sur U'intervalle [a;b] elle y est bornée par deux réels m = min f
e

Ve easb, m< flz) <M.
D’apres le théoréme (I11) :

b b
m(b—a)g/ fl@x)de < M(b—a) < mibia/ f(z)de < M.

1
b—a
intermédiaires appliqué a la fonction f continue sur [a;b], il existe donc un "réel ¢ € [a;b] tel que :

b
Le réel / f(z) dx appartient donc a I'intervalle f ([a ;b ]) = [m; M |, d’aprés le théoréme des valeurs

b
s [ f@do= 5o

—

{ Démonstration page 182 , Maths Repére,Hachcttc}

Interprétation graphique si f est positive sur [a;b] :

b
Le réel p = b a / f(z)dz est le réel pour lequel laire délimitée par la courbe représentative
a

- a
¢y de f, 'axe des abscisses et les droites d’équation x = a et x = b est égale a l'aire du rectangle
bleu dont les c6tés ont pour mesures b — a et u.

8. Pas forcément unique si f n’est pas strictement monotone.

F.PUCCI IV. FORMULE DE LA MOYENNE
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y=u
\\V

\\\\\\\\\

EeMAr%:e: D’un point du vue cinématique la valeur moyenne de la vitesse d’un mobile mesurée
entre deux temps ¢y et to s’écrit :

1 /ttQ o(t) dt = 1 [ﬂs(t)]ii _ x(ta) — x(t1)

to — 11 to — 1

distance parcourue

= p : = vitesse moyenne.
durée du trajet

. . . C
La valeur moyenne de la vitesse d’un mobile est donc sa vitesse moyenne

Exemple 10:
L&}c \:/aleur moyenne sur [~1;1] de la fonction carré
[ /

[ Exercice résolu 4 page 189 , Maths Repére,Hachcttc}

Calcul d’aires

V.1 Aire d’un domaine compris entre une courbe et ’axe des abscisses

Cas d’une fonction négative

Si la fonction f est négative, alors la fonction —f est positive et les courbes sont symétriques
par rapport a l'axe des abscisses. Donc, 'aire du domaine compris entre la courbe de f, 'axe
des abscisses, et les droites d’équation x = a et x = b est égale a I'aire du domaine compris entre
la courbe de — f, 'axe des abscisses, et les droites d’équation £ = a et z = b.

Dans ce cas, A:/ab(—f(x)) dz = —/abf(w)dx

9. Heureusement !

V. CALCUL D’AIRES F.PUCCI
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w

T $2 2

Exemple. ll: On considere la fonction f définie sur R par f(z) = 5 g = %(x -9).

2
Comme % >0, le signe de f(x) sur R est celui de z — 9 qui est négatif sur | — 0c0;9] et en particulier

sur lintervalle [0;9].

Cas d’une fonction changeant de signe

Pour calculer I’aire d’un domaine défini par une fonction changeant de signe, il suffit de découper
Iintervalle en plusieurs intervalles sur lesquels la fonction est de signe constant puis utiliser la
relation de Chasles (proposition (2)).

EeMAr%)e: Il sera donc nécessaire de faire une étude préalable du signe de f sur l'intervalle
d’intégration.
ExeMPle J2: On considere la fonction f définie sur R par f(z) = 22 — 2 — 2.

On note A I'aire du domaine compris entre la courbe de f, ’axe des abscisses, et les droites d’équation
r=—-1let x=23.

Comme f est positive sur | —oo;—1] U [2;+00][ et négative sur [—1;2], on découpe laire en deux
partie : 'une, A; entre les droites d’équation x = —1 et z = 2 et lautre, Az entre les droites d’équation
r=2etz=3.

A=A + Ay
2 3
= — — d d
/ f(z)dz + /2 f(z)dx
3

2
:—/ 22 —z—2dz + /xz—x—2dx
—1 2

x3 $2 2 x3 $2 3

= |-+ 42 2

SFeTeE o [FoTow
1 N 11
T2 6

19
- —2~6.33

3 R u.a

[ Application 1 page 179 , Maths Repére,Hachette}

{ Exercice 120 page 206 ,Maths Repére,Hachette}

F.PUCCI V. CALCUL D’AIRES
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V.2 Aire d’un domaine compris entre deux courbes

Proposition 4

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b] de R telles que, pour tout
de [a;b], f(x) < g(x) et Cy et Cy leur courbe représentative dans un repeére orthonormé
(O; 7 7) L’aire de la partie du plan limitée par les courbe Cy et C4 et les droites
d’équation x = a et x = b vaut :

[ (ote) - ) da

Remargue: Si g(z) — f(z) change de signe sur I'intervalle d’intégration, on découpera de méme
que précédemment l'intégrale afin que ce dernier garde un signe constant.

ExeMPle 13: Déterminons 'aire de la portion du plan limitée par les courbes représentatives des fonc-
tions f et g définie sur R par f(z) = 22 et g(x) = —2 + 2z + 4 et les droites d’équation z = —1 et
T =2.

Application 2 page 179
Exercice résolu 6 page 191 ,Maths Repére, Hachette
Exercice 119 page 205

V. CALCUL D’AIRES F.PUCCI
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Cas d’une fonction en escalier

Defivition 2

Il est un cas ou, si la fonction f n’est pas continue sur [a;b], on peut néanmoins définir

b
/ f(z)dz , c’est le cas des fonctions en escalier.
a

Si f est définie ainsi : PP

1/ siz € a;zi], f(z) =

2/ siz € [z1;22], f(2) =c2 EEE - —
3/ six € [.%'2;.%'3[, f(:L‘) =c3 a 520,, —® b
4/ siz € fab), fa) = e

b
alors / f(x)dx est la somme des aires des rectangles situés au-dessus de 'axe des

a
abscisses-(somme des aires des rectangles en dessous de 1’axe des abscisses)

Exercices 128 et 129 pages 207-208

Exercice 132 page 209

Exercice 140 page 211

Exercice 154 page 216 ,Maths Repére, Hachette
Exercice 169 page 220

Exercices 176, 177 et 179 pages 222-223

Exercices 191 a 193 page 225

(Hors-programme)) Intégration par parties

- )

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, telles que leurs dérivées u’ et
v’ soient continues sur I.
Alors pour tous réels a et b de I :

Preuve: La fonction uv est dérivable sur I avec (uv) = u'v — wv'. Ainsi wv’ = (uwv)’ — v'v.
| Puisque uv’, (uv)” et «'v sont continues sur I, on en déduit que :

b b
/ww@wa/MW@—wmmw

F.PUCCI VI. (HORS-PROGRAMME) INTEGRATION PAR PARTIES
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et par linéarité de l'intégration :
b b b
/ (uwo”)(t) dt = / (uwv)'(t) dt — / (u'v)(t) dt

Or wv est une primitive de (uv)’ sur I, donc

Ainsi, on obtient :

—

2

ExeMPla 14: Calcul de / Inz dz. La difficulté ici est de ne pas connaitre de primitive de z — Inzx
1

sur [;12].

1
Posons u =Inz et v/ =1 alors ©' = = et v = z. Ces choix fait, toutes les conditions du théoréme sont
T

remplies et on a :

1

2 2
/lnxxldx:[lnxxxﬁ—/ — x gdx
1 1 }{
2
:21n2—M—/ lde =22 - [z]]
1

=2In2—-2+4+1=2In2—1.

Remargue: A condition de la connaitre, on aurait tout aussi bien pu prendre x In  — x comme primitive
de Inz sur [1;2].

2
/ Inzdx = [zlnx—z]?:2ln2—27la/1/+1:21n2—1.
1

VI. (HORS-PROGRAMME) INTEGRATION PAR PARTIES F.PUCCI
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F, dérivable sur I est une primitive de f sur I <= Vz € I, F'(z) = f(z).

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur [.

f(@).

b

f(t)dt est laire algébrique délimitée

a
par la courbe de f, 'axe des abscisses et
les droites d’équation z = a et ©z = b.

! b
: f(t)dt = [F(z)]; = F(b) — F(a)
b
...................... lua
L e
F
f F=[1 (o /
ku' + ku+ v
2" (n € N) ~ i 13:"“ . s
n+1
l Inz I u u
x uwe e
1 1 1 u
S EN\{L)) | g x u e
1 u
NE 2 Va Vo
e’ e’ cos(ax + b) 1 sin(azx + b)
sin(x) — cos(x) a
1
cos() sin(z) 1+ tan?z = P tan x
[ i
b b b
. / (M@ +9()) dt = )\/ £(t) dt+/ g(t) dt.
b c b
. / F(b) dt :/a f(t)dt-l—/c £(t) dt
a b
. /b F(t)dt = —/a £(8) dt.
b
e = o s
b b
« f@) <g@) = [ fwar< [
a a )
F.PUCCI om1




Fiche o°10: Caleol lutéa\ml

@)it f continue sur [a;b] :

50

b
Jece€la;b] tel que/ f(t)de

<

b
% / f(t) dt = Valeur moyenne de f entre a et b.
—a Jg

—

2

AMmintiiR MO @
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CHAPITRE

Cois Contivves

a\))}@.\ ES lois étudiées jusqu’a présent (loi de Bernoulli, binomiale) sont des lois « discrétes ».
A—"" Dans ce chapitre, on s’intéresse a des lois « continues », c’est-a dire pour lesquelles la
variable aléatoire peut prendre toutes les valeurs d’un intervalle, on les appelle lois a densité.
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n Rappels de premiere

I.1 Variable aléatoire

Rappels |

Lorsqu’a chaque événement élémentaire w d’un univers €2 on associe un nombre
réel, on dit que ’on définit une variable aléatoire réelle notée en général X.

Ainsi X est une application de €2 dans R :

X: Q—R
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1.2 Loi de probabilité associé a une variable aléatoire

Rappels 2

Soit P une probabilité sur un univers Q.

Soit X une variable aléatoire tel que X(2) = {z1,x2, .., 2, } , qui désigne I'ensemble
des valeurs prises par X, soit fini.

Lorsque qu’a chaque valeur x; prise par X on lui associe la probabilité p; = P(X =
x;), on dit que 'on définit la loi de probabilité P de la variable aléatoire X.

1.3 Espérance,variance,écart-type

Soit X dont la loi est donnée par le tableau :

valeurs prises par X :x; | 1 | X2 | ...... T, | total

pi = P(X =) PL| P2 s pn | 1

Rappels 3

» L’espérance mathématique de X est le réel défini par :

=N
E(X) :Zx,-pi L ou p;, = P(X =ux;).
i=1

» La variance de X est le réel défini par :

i=n 2

V(X) = B((X =~ BE(X))*) = 3 (2 = E(X)) pi

=1

= <§$3p1> — E(X)?
=1

» L’écart type de X est le réel défini par :

Eemmriues;

» L’espérance mathématique désigne , dans le cas d’un jeu , une espérance de gain moyen
, en outre si F(X) = 0 on dit que le jeu est équitable, si F(X) > 0 on dit que le jeu est
avantageux et si F(X) < 0 le jeu est dit désavantageux pour le joueur.

» La variance est une quantité positive ou nulle , donc si apres calculs vous trouvez V(X) < 0
il y a une grosse bourde quelque part. ..

I. RAPPELS DE PREMIERE F.PUCCI
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m Variable aléatoire a densité

Lorsque l'on s’intéresse a la durée d’'une communication téléphonique, a la durée de vie d’'un
composant électronique ou & la température de ’eau d’un lac, la variable aléatoire X associée au
temps ou a la température, peut prendre une infinité de valeurs dans un intervalle donné. On dit
alors que cette variable X est continue (qui s’oppose & discrete comme c’est le cas par exemple
dans la loi binomiale). On ne peut plus parler de probabilité d’événements car les événements
élémentaires sont en nombre infini. La probabilité d’une valeur isolée de X est alors nulle.

On contourne cette difficulté en associant & la variable X un intervalle de R et en définissant
une densité de probabilité.

Soit une expérience aléatoire et son univers associé () (ensemble des issues)

II.1 Variable aléatoire continue

Delivition |

Une variable aléatoire est une fonction définie sur 2 et a valeur dans R. On la note X.
Elle est dite continue si elle peut prendre comme valeur tous les réels d’un intervalle
de R.

Exemples I:

» Si on lance deux dés équilibrés dont les faces sont numérotées de 1 a 6, on peut définir une
variable aléatoire qui & chaque lancer associe par exemple la somme nombres obtenus. Comme
cette variable ne prend que des valeurs finies entieres comprises entre 2 et 12, il ne s’agit pas
d’une variable aléatoire continue, elle est dite discreéte.

» Sion considere la variable aléatoire X qui, a chaque ampoule basse consommation d’un certain
modele, associe sa durée de vie en heure, cette durée n’est pas forcément un nombre entier
d’heure et en théorie on ne connailt pas sa durée de vie maximale. Cette variable aléatoire est
donc continue et 'intervalle I est [0;+oo .

I1.2 Fonction de densité

Une fois une variable aléatoire définie on s’intéresse a sa loi de probabilité. Dans le cas d’une
variable aléatoire discrete, la loi de probabilité associée est généralement donnée sous la forme
d’un tableau ou encore a ’aide d’une formule, c’est le cas par exemple pour les variables aléatoires
qui suivent la loi binomiale.

Exemples 2:

» Si on reprend 'exemple de la variable aléatoire discrete X qui associe au lancer de deux dés la
somme des deux nombres obtenus.

La loi de probabilité de X est donnée par le tableau ci-dessous :

px_p | L2345 65 [als a1
N 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

» Si on considére la variable aléatoire Y qui suit la loi binomiale %(6;0,4), on a alors pour tout

entier k compris entre 0 et 6, P(X = k) = <6

k:> 0,4%0,657* et sa représentation graphique :

F.PUCCI II. VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE
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0,3

0,2+

0,1 4

Dans le cas d’une variable aléatoire continue, on utilise une fonction définie sur I, un intervalle

de R, appelée densité.

Defivition 2 (Densité de probabilité)

Une fonction f définie sur un intervalle I "de R est appelée fonction densité, ou densité

si, et seulement si

» f est positive (ie) Vo € I, f(x) > 0.

» f est continue sur I sauf éventuellement en un nombre fini de points.

» L’aire du domaine &, délimitée sous la courbe € dans un repere orthogonal et

laxe des abscisses est égale a 1 (ie) /f(t) dt = 1.
I

R&MAV‘%)&S:

» La derniére assertion correspond tout simplement au cas discret lorsque nous écrivions que
la somme des probabilités des événements élémentaires devait étre égale & 1.

b

» Si I =[a;b] laire du domaine Z est égale a 1 ce traduit par / f(t)dt =1.

a

Application 1 page 337 ,Maths Repére,Hachette}

Exercice

1/ Démontrer que la fonction f définie par f(x)

2/ Démontrer que la fonction g définie par g(z) =

1
3 est une densité de probabilité sur [1, 4].

. est une densité de probabilité sur [0, e —1].

La fonction densité choisie, on peut alors définir la loi de probabilité associée a celle-ci.

1. Par exemple [a;b], [a;+o00] ou R.

II. VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

F.PUCCI
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11.3 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Dans tout ce qui suit X désigne une variable aléatoire a valeurs dans un intervalle.

Defivition 2 (Loi de probabilité)

On note I un intervalle de R et f une densité de probabilité sur I.
On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans I suit une loi de probabilité P de
densité f si pour tout intervalle [a;b] de I on a :

La probabilité P(X € [a;b]) = P(a < X < b) correspond a l'aire du domaine délimité par €%,
I’axe des abscisse et les droites d’équation x = a et x = b.

Proposition |
1/ P(lasa]) = P({a}) = 0.

2/ P([a,b]) =1 = P([a,b])

L’assertion (1).1 a pour conséquence qu’une loi continue ne « charge » pas les points (ie)

P([a,b]) = P

—~

a,b]) = P(la,b]) = P(la,b]).

En conséquence, dans tout ce qui suit, les résultats donnés pour un intervalle fermé seront
valables aussi pour les semi-ouverts ou ouverts, ...

[ Application 2 page 337 ,Maths Repeére, Hachcttc}

F.PUCCI II. VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE
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Deéfivition 4 (Fonction de répartition)

On note I un intervalle de R et f une densité de probabilité sur I.
La fonction F' définie par :
F(z)=P(X <)

est appelée la fonction de répartition de la variable X.

F(x)—/:f(t)dt (ou - xf(t)dt).

a——0o0 a

®@§§§§&&

11.4 Espérance et variance

Defivition S

Soit X une variable aléatoire de densité f sur [a;b], on appelle espérance de X le réel,
noté¢ E(X) défini par

E(X) = /abtf(t) dt.

On appelle variance de X le réel, V(X) défini par

b
V) = [t - BOORr

Dans le cas discret °, on avait F(X) = inP(X =uz;) et V(X) = Z(azz — E(X))?’P(X = ;).
i=1 i=1

2. cfle (3)

II. VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE F.PUCCI
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E Exemples de lois

II1.1 Loi uniforme

Exercice  Soit f une fonction constante sur [a, b].

Déterminer la valeur de cette constante pour que f soit une densité de probabilité .

Defivition b
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme si sa densité f est constante sur
On la note U([a;b]).

b] et égale a .
[a,b] e égale & 3—

b—a

Démonstration page 340 , Maths Repére, Hachcttc}

Cette loi modélise un phénomene uniforme sur un intervalle donné. La notion d’uniformité vient
du fait que la probabilité qu'une valeur tirée d’une loi uniforme soit dans un certain intervalle
ne dépend pas de la position de l'intervalle, mais uniquement de sa longueur.

On l'utilise généralement lorsque la situation se raméne a choisir au hasard un réel dans un
intervalle [a;b].

Si une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a,b] on a :

B _
Vo, B € [a;b], P(a<X<ﬂ)=P([a,BD=/a biad“[z_j-

ExeMPle 2: A un arrét de bus, un bus passe toutes les 10 minutes. Un voyageur ignore les horaires et
arrive a cet arrét de bus. Quelle est la probabilité d’attendre le bus exactement 3 minutes ? entre 2 et
4 minutes ? plus de 5 minutes ?

On note T la variable aléatoire représentant le temps d’attente, en minutes. On suppose que T suit la
loi uniforme ([0;10]).

3 t1® 3-3 0
.P(3<T<3):/ dt{—} S
5 10—0 10

F.PUCCI III. EXEMPLES DE LOIS
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4 4
1 t 4-2 2
PE<T<4) = dt=|—| ==—2=2 20,2
il )/210—0 [10}2 10 10
P(T>5)—1—P(T<5)—1_i_£_05
g - 10 10

Exercice

1/ On choisit au hasard un nombre dans I'intervalle [0, 7]. Le choix est modélisé par une loi uniforme.

(a) Calculer la probabilité que ce nombre soit dans [2, 5].
(b) Calculer la probabilité que ce nombre soit dans [4, 6].
(c) Calculer Py 5([4,6]).

2/ On choisit un nombre au hasard de [0, 1].

Calculer la probabilité que le premier chiffre apres la virgule soit impair, sachant que ce nombre
est strictement supérieur a 0, 7.

Proposition 2

Si X ~U(Ja;b]), Pespérance E(X) et la variance o(X) sont données par :

a —CL2
E(X) = ;’b V(X):%.

Ee.MM‘%ue: E(X) correspond dans ce cas au centre de l'intervalle.

:bl E]b - xll(t_“”)sz)
¢ a b—a |3 2
e :
?b__aa)<(b2+a)2> S(bl_a)x<<ba;rb)3<aa;b>3>
W - s % (00— =)
2 :mx(b—a)3

:1—12><(b—a)2

Démonstration page 341 ,Maths Repeére, Hachette}

ExeMPle 4: A notre arrét de bus précédent, 'attente moyenne de notre voyageur sera donc de :

0410

B(T) = =

= 5 minutes.

/1
L’écart-type o(T) = 3 % (10 — 0) = 1,67 minutes, nous informe sur la maniére dont les temps

d’attente se répartissent autour de la moyenne.

III. EXEMPLES DE LOIS F.PUCCI
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II1.2 Loi exponentielle ou de « durée de vie sans vieillissement »

+o0
Dans tout ce qui suit il faudra donner un sens a f(t)dt , donc & un intégrale avec une

borne infinie , nous définissons cette intégrale de la maniére suivante :

X—+o0

/0 iyt = lim /0 “ .

En conséquence , faites tous vos calculs sur [0, X] puis ensuite passer a la limite en +o00 sur X.

Exercice  Soit A un réel strictement positif.

Démontrer que la fonction fy définie par fi(t) = Ae” ™ est une densité de probabilité sur [0, +ocl.

Deéfivition 1

Soit A un réel strictement positif.
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parameétre A\ sur
[0, +00[ lorsque sa densité de probabilité est la fonction f) définie par :

Falt) = Ae™.
On a donc pour 0 <a<b:
A A
P(la,b]) = P(a < X < b)
_/b)\e_’\tdt P(a< X <b)
_ ei)\a _ N 0 a b

Démonstration page 341 ,Maths Repeére, Hachette}

Une loi exponentielle modélise la durée de vie d’un phénomene sans mémoire, ou sans vieillisse-
ment, ou sans usure. En d’autres termes, le fait que le phénomene ait duré pendant un temps ¢
ne change rien a son espérance de vie a partir du temps ¢.

Elle permet entre autres de modéliser la durée de vie de la radioactivité ou d’un composant
électronique, de décrire le temps écoulé entre deux moments. . .
Proposition 3

Une variable aléatoire X & valeurs dans R™ suit la loi exponentielle de parametre \ si,
et seulement si, pour tout ¢ > 0,

PX<t)=1—e.

F.PUCCI III. EXEMPLES DE LOIS
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a

b
_ _ab _ _
|— Preuve: Comme, / e M dt = [—e ’\t}a =e M _—e¢* ona:

PX<t)=PO<X<K) (X est & valeurs dans Ry)

=1—e M.

—

ExeMPle S: La durée de vie, en heures, d'un composant électronique est une variable aléatoire T' qui
suit une loi exponentielle de parametre 0,00005.

» Probabilité que ce composant tombe en panne avant 10 000 heures :

P(T < 10000) = P(T < 10000) = 1 — ¢~0:00005x10000 — ¢ 40,

» Probabilité que ce composant fonctionne au moins 15 000 heures :

P(T > 15000) = 1 — P(T < 15000) = 1 — (1 — ¢~%:00005x15000y — ¢ 47,

» Probabilité que ce composant tombe en panne entre la 10 000° heure et la 15 000° heure :

P(10000 < T < 15000) = P(T < 15000) — P(T < 10000) = 0,47 — 0,40 = 0,07.

Remargue: P(a < T <b)=P(T <b)—P(T <a)=P(T <b) - P(T <a).

Application 2 page 339

,Maths Repeére, Hachette
Exercices résolus 4 et 5 page 348-349 aths mepere, Hacuette

Deéfivition 8 (Espérance d'une loi exponentielle)

L’espérance E(X) d’une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle de parameétre
A est donnée par :

E(X) = lim [ tf(6)de.
0

r—+00

Proposition 4

Si X suit une loi exponentielle de parametre A, I'espérance E(X) est :

Preuve: Rien de bien compliqué avec une intégration par parties mais cet outils a été retiré du
| programme. . . admis donc!. ..ou pas. Contournons cette absence par une observation :

(tf(t))/ = ()\te_”)/ = de M _ A4
= Xe M — Mt f(2).

III. EXEMPLES DE LOIS F.PUCCI



Chapitre 12: LOIS CONTINUES 283

Doi () = = 1 (t50)

E(X)= lim Oztf(t) dt = lim (e)‘t - %(tf(t))l> dt

Tr—r+00 T—r+00 0

xT 1 xT 12
= lim [ eMdt— lm T /0 (tf(t)) dt

Tr—+00 0 r—+00
. 1 5" . 1 x
= Jim {—xe ]0 = Jim S [0]
1 1
=3 a0
D’aprés un théoréme déja démontré, lim zf(z) = lim ze ** =0.
r—+00 xr—r—+00
1
On obtient donc bien le résultat escompté : E(X) = —.
A I

Exemple b: On reprend 'exemple (5) précédent :

1
E(X) = —— = 20000.
(X) 0, 00005

On peut donc en conclure que la durée de vie moyenne du composant électronique est de 20 000 heures.

5 — . . Lo . .
. Exevrcice CQualiuas résultats reMA,r?’uAJelesﬁ On considere P qui suit la loi exponentielle de
parameétre .
1/ Pourt >0, calculer P([0;¢]) puis en déduire P([t; 400 ).
2/ Soit F la fonction définie sur [0; 400 [ par F(t) = P([0;t]).

F est appelée fonction de répartition. Elle donne la probabilité qu’une substance ou un ap-
pareil donné ait une durée de vie inférieure ou égale a t.

Vérifier que F(t) = 1 — e~ puis démontrer que pour tout ¢ et s positifs :
Piyoo(([t3t +s]) = F(s).

3/ Pourquoi dit-on de cette loi de durée de vie qu’elle est sans vieillissement ?

Démonstration page 342

Exercice 104 page 363 ,Maths Repel‘e, Hachette

Problémes de bac

n Exercice On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d’'un composant électronique.

On modélise cette situation par une loi de probabilité p de durée de vie sans vieillissement définie sur
Pintervalle [0 ; 4o0[ : la probabilité que le composant ne soit plus en état de marche au bout de ¢
semaines est,

p([0 ; t[)/o e da.

F.PUCCI IV. PROBLEMES DE BAC
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Une étude statistique, montrant qu’environ 50 % d’un lot important de ces composants sont encore en
état de marche au bout de 200 semaines, permet de poser p([0 ; 200[) = 0, 5.

In2
1/ Mont A= —.
/ Montrer que 500

2/ Quelle est la probabilité qu’un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie supérieure
a 300 semaines? On donnera la valeur exacte et une valeur approchée décimale au centieme
pres.

3/ Omn admet que la durée de vie moyenne d,, de ces composants est la limite quand A tend vers +o00

A
de / Aze ™" dz.
0

—AMe M —e2M 11
: .

(b) En déduire d,, on donnera la valeur exacte et une valeur approchée décimale & la semaine
pres.

A
(a) (Hors-Programme)) Montrer que / Aze M dz =
0

Exercice Le laboratoire de physique d’un lycée dispose d’'un parc d’oscilloscopes identiques. La
durée de vie en années d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la « loi de durée
de vie sans vieillissement » (ou encore loi exponentielle de parameétre A avec A > 0.)

Toutes les probabilités seront données & 102 pres.

1/ Sachant que p(X > 10) = 0,286, montrer qu'une valeur approchée & 1073 prés de X est 0,125.
On prendra 0, 125 pour valeur de A dans la suite de I’exercice.

2/ Calculer la probabilité qu'un oscilloscope du modeéle étudié ait une durée de vie inférieure & 6
mois.

3/ Sachant qu'un appareil a déja fonctionné huit années, quelle est la probabilité qu’il ait une durée
de vie supérieure a dix ans ?

4/ On consideére que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres appareils.
Le responsable du laboratoire décide de commander 15 oscilloscopes. Quelle est la probabilité
qu’au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure & 10 ans ?

5/ Combien 'établissement devrait-il acheter d’oscilloscopes pour que la probabilité qu’au moins
I'un d’entre eux fonctionne plus de 10 ans soit supérieure a 0,999 7

Exercice On s’intéresse & la durée de vie, exprimée en années, d’'un appareil ménager avant la
premiere panne. On peut modéliser cette situation par une loi de probabilité p de durée de vie sans
vieillissement, définie sur intervalle [0, +o00[. Ainsi, la probabilité d’un intervalle [0 ;¢ [, notée p([0;¢]),
est la probabilité que I’appareil ménager tombe en panne avant l'instant ¢.

1/ Pour ¢ > 0, calculer la valeur exacte de p([t; 400 ().
2/ Calculer la valeur de t pour laquelle on a p([0;t[) = p([t; +o0 ().

3/ D’apres une étude statistique, la probabilité que ’appareil tombe en panne avant la fin de la
premiére année est 0, 18. Calculer la valeur exacte de .

4/ Sachant que cet appareil n’a connu aucune panne au cours des deux premiéres années apres sa
mise en service, calculer la probabilité qu’il ne connaisse aucune panne ’année suivante .

IV. PROBLEMES DE BAC F.PUCCI
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5/

Dans la suite de I’exercice on prendra A\ = 0, 2.

(a) Calculer la probabilité que I'appareil n’ait pas eu de panne au cours des trois premieres
années.

(b) Dix appareils neufs de ce type ont été mis en service en méme temps. On désigne par X
la variable aléatoire égale au nombre d’appareils qui n’ont pas de panne au cours des trois
premieres années.

Donner la loi de X et calculer P(X = 4) , puis la probabilité qu’'au moins 5 appareils
n’aient pas eu de panne au cours des trois premiéres années.

>

>

1/

2/

3/

4/

Exercice Une entreprise A est spécialisée dans la fabrication en série d’un article. Un contréle de
qualité a montré que chaque article produit par ’entreprise A pouvait présenter deux types de défaut :

Le controle a montré aussi que les deux défauts étaient indépendants. Un article est dit défectueux s’il
présente au moins I'un des deux défauts.

un défaut de soudure avec une probabilité égale a 0,03

et un défaut sur un composant électronique avec une probabilité égale a 0, 02.

Montrer que la probabilité qu’un article fabriqué par 'entreprise A soit défectueux est égale a
0,0494.

Une grande surface recoit 800 articles de 'entreprise A. Soit X la variable aléatoire qui a cet
ensemble de 800 articles associe le nombre d’articles défectueux.
(a) Définir la loi de X.
(b) Calculer I'espérance mathématique de X. Quel est le sens de ce nombre ?
Un petit commercant passe une commande de 25 articles a l’entreprise A.
(a) Calculer, & 1072 pres, la probabilité qu'il y ait plus de 2 articles défectueux dans sa
commande.

(b) 11 veut que sur sa commande la probabilité d’avoir au moins un article défectueux reste
inférieure & 50%. Déterminer la valeur maximale du nombre n d’articles qu’il peut com-
mander.

La variable aléatoire, qui a tout article fabriqué par I’entreprise associe sa durée de vie en jours,
suit une loi exponentielle de parameétre 0,0007, c’est-a-dire de densité de probabilité la fonction
f définie sur [0;+o0 [ par :

f(z) = 0,000 7e 00007

Calculer la probabilité, & 1073 pres, quun tel article ait une durée de vie comprise entre 700 et
1000 jours.

Exercice 123 page 367 ,Maths Repére,Hachette}
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Fiche w°)l: Lois Continves

| Variable aléatoire continue : I X

R——R

Loi uniforme : I

ICR X(I)

(I intervalle de R)

f est une densité de probabilité sur [ <~

eVxel, f(x) >0

e f est continue sur /.

o/If(t)dtz

X suit une loi de probabilité P de <= P(a

densité f sur [

/f

Via;b] C I.

X~ U([a;b]) < sa densité est constante sur [a,b] et égale &

/b—a -

Va, B € [a;b].

—Oé

1 = P(a<X
e

b—a

1

b—aLa probabilité ne dépend que de la
longueur de l'intervalle.

. e

(0] a b _ 2
e B =y = 029

........... )

\

Loi exponentielle de parameétre A > 0 : I P(X<t)=1—e,

‘ PXEI):/If(t)dt:I

b
P(a = / e M dt
« \a b Une loi exponentielle modélise la
A - ¢ ¢ durée de vie d'un phénomeéne sans
V(a; b) e (R+)2. mémoire, ou sans vieillissement :

P(X>t)(x>t+5) :P(XZ S).

Pla's X< b) En d’autres termes, le fait que le

phénomene ait duré pendant un

d(r)=P(X L 2) =/ 0 a b
— Pla <X <b). p—— 1 tem})s t nedchapg? rient ‘2\1 Zon
_ =—. espérance de vie a partir du
| = Pa< X <b)=9(b) - 2(a) P@<X<b)=1-Pla<X<b) by teilpst, p )
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Theéme: Intégration (Liban 2014) Terminale S - Devoir surveillé n° 7

, utégmtiou (Liban 2014)

Soit f la fonction définie sur 'intervalle [0 ; +oo[ par

flx)=ze™.
On note C la courbe représentative de f dans un repeére orthogonal.

Partie A

1/ On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle [0; +ool.
Pour tout réel x de l'intervalle [0 ; +oo[, calculer f'(z). En déduire les variations de la
fonction f sur lintervalle [0 ; +o0].

2/ Déterminer la limite de la fonction f en +o0. Quelle interprétation graphique peut-on faire
de ce résultat ?

Partie B

Soit A la fonction définie sur l'intervalle [0; +o0o| de la fagon suivante : pour tout réel ¢ de
I'intervalle [0 ; 400, A(t) est Paire, en unités d’aire, du domaine délimité par I’axe des abscisses,
la courbe C et les droites d’équations x = 0 et x = ¢.

1/ Déterminer le sens de variation de la fonction .A.

2/ On admet que l'aire du domaine délimité par la courbe C et 'axe des abscisses est égale a
1 unité d’aire. Que peut-on en déduire pour la fonction A ?

3/ On cherche a prouver l'existence d’'un nombre réel « tel que la droite d’équation z = «
partage le domaine compris entre I’axe des abscisses et la courbe C, en deux parties de
meéme aire, et a trouver une valeur approchée de ce réel.

1
a) Démontrer que I’équation A(t) = = admet une unique solution sur I'intervalle [0 ; +o0
2

(b) Sur le graphique fourni en annexe (& rendre avec la copie) sont tracées la courbe
C, ainsi que la courbe I' représentant la fonction A.
Sur le graphique de I'annexe, identifier les courbes C et I', puis tracer la droite

d’équation y = 3 En déduire une valeur approchée du réel a. Hachurer le domaine

correspondant a A(«).
4/ On définit la fonction g sur l'intervalle [0; +oo[ par g(z) = (x +1)e™*.

(a) On note ¢’ la fonction dérivée de la fonction g sur I'intervalle [0; +oo].
Pour tout réel x de l'intervalle [0; +oo], calculer ¢'(z).
(b) En déduire, pour tout réel ¢ de l'intervalle [0; +oc[, une expression de A(t).

(c) Calculer une valeur approchée a 1072 prés de A(6).
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Terminale S - Devoir surveillé n° 7 Theéeme: Intégration (Liban 2014)

Annexe 1

A rendre avec la copie

Exercice 3

Représentations graphiques des fonctions f et A

0,9
qant?
078 7 ,‘hp;l“"‘“'
v

0,7 |
076 b ”'"“
0 5 b ‘1"“‘
)

5
0,4 1 ‘.‘.-‘
0,3 -
072 ] 0““

o
i““‘
e
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Theéme: Intégration (Sujets de bac) Terminale S - Devoir en temps libre n°7

‘h)téav.A-t;C)h) (Sejets de bac)

Exercice (Cewtres étravgers 20I12)  On considere la fonction g définie pour tout réel = de
I'intervalle [0 ; 1] par :

glz) =1+e™"

On admet que, pour tout réel z de l'intervalle [0 ; 1], g(x) > 0. ¥

On note ¥ la courbe représentative de la fonction
g dans un repére orthogonal, et & le domaine plan
compris d’une part entre I’axe des abscisses et la
courbe ¥, d’autre part entre les droites d’équation
r=0etz=1.

La courbe % et le domaine 2 sont représentés ci- 0
contre. 1

Le but de cet exercice est de partager le domaine & en deux domaines de méme aire, d’abord par une
droite parallele & I’axe des ordonnées (partie A), puis par une droite paralléle & Paxe des abscisses
(partie B).

Partie A
Soit a un réel tel que 0 < a < 1. Y
On note & laire du domaine compris entre la v

courbe €, I'axe (Ox),les droites d’équation x =0
et © = a , puis &% celle du domaine compris entre
la courbe €, (Ozx) et les droites d’équation z = a
et x =1.

a7 et @/ sont exprimées en unités d’aire.

1/ (a) Démontrer que &4 =a—e *+ 1.
(b) Exprimer % en fonction de a.

2/ Soit f la fonction définie pour tout réel z de l'intervalle [0 ; 1] par :
_ 1
f(x) =2z —2e m—i-g.

(a) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur lintervalle [0 ; 1]. On précisera les
valeurs exactes de f(0) et f(1).

(b) Démontrer que la fonction f s’annule une fois et une seule sur l'intervalle [0 ; 1]. en un
réel a. Donner la valeur de « arrondie au centieme.

3/ En utilisant les questions précédentes, déterminer une valeur approchée du réel a pour lequel
les aires @7 et 9% sont égales.

Partie B
Soit b un réel positif.

Dans cette partie, on se propose de partager le domaine 2 en deux domaines de méme aire par la
droite d’équation y = b. On admet qu’il existe un unique réel b positif solution.
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Terminale S - Devoir en temps libre n°7 Théeme: Intégration (Sujets de bac)

1
1/ Justifier 'inégalité b < 1 + —. On pourra utiliser un argument graphique.
e

2/ Déterminer la valeur exacte du réel b.

Exercice (Metropole juin 20I12)  Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans le plan muni d’'un
repére orthonormé (O; b 7), la courbe représentative C d’une fonction f définie et dérivable sur
I'intervalle ]0 ; +oo].

<l

On dispose des informations suivantes :

» les points A, B, C ont pour coordonnées respectives (1; 0), (1; 2), (0; 2);
» la courbe C passe par le point B et la droite (BC) est tangente & C en B;

» il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout réel strictement positif z,

a+blnz
floy = LR
1/ (a) En utilisant le graphique, donner les valeurs de f(1) et f'(1).
b—a)—0bl
(b) Vérifier que pour tout réel strictement positif z, f/(x) = ((1)—2111.
x

(¢) En déduire les réels a et b.
(

a) Justifier que pour tout réel = appartenant a Uintervalle ]0 ; +oo[, f'(z) a le méme signe
que —Inz.

(b) Déterminer les limites de f en 0 et en +0o. On pourra remarquer que pour tout réel =
. .. 2 Inz
strictement positif, f(z) = — +2 —.
x x

(¢) En déduire le tableau de variations de la fonction f.
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Theéme: Intégration (Sujets de bac) Terminale S - Devoir en temps libre n°7

3/ (a) Démontrer que I’équation f(z) =1 admet une unique solution « sur Pintervalle |0 ; 1].

(b) Par un raisonnement analogue, on démontre qu’il existe un unique réel § de l'intervalle
|15 4oo] tel que f(B) =1.
Déterminer entier n tel que n < 8 <n+ 1.

4/ On donne l'algorithme ci-dessous.

Variables : a,b et m sont des nombres réels.
Initialisation :  Affecter & a la valeur 0.

Affecter a b la valeur 1.
Traitement : Tant que b —a > 0,1

1
Affecter & m la valeur —(a +b).

Si f(m) < 1 alors Affecter a a la valeur m.
Sinon Affecter a b la valeur m.
Fin de Si.
Fin de Tant que.
Sortie : Afficher a.
Afficher b.

(a) Faire tourner cet algorithme en complétant le tableau ci-dessous que ’on recopiera sur la

copie.
étape 1 étape 2 étape 3 étape 4 étape b
a 0
b 1
b—a
m

(b) Que représentent les valeurs affichées par cet algorithme ?
(¢) Modifier l'algorithme ci-dessus pour qu'il affiche les deux bornes d’un encadrement de
d’amplitude 1071,

5/ Le but de cette question est de démontrer que la courbe C partage le rectangle OABC en deux
domaines d’aires égales.

1
(a) Justifier que cela revient a démontrer que / f(z)dz =1.
1

2 1
(b) En remarquant que l'expression de f(x) peut s’écrire — + 2 x — X Ilnz, terminer la dé-
x x
monstration.
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CHAPITRE

Ces Nembres C_cMPle.xe.s l

1

ant” + ap_12™ "+ ... +ax+ag=0| ouay,, an_1, ..., a1 et ag dont des réels.

Remontons dans le temps :

» Dans N I’équation x+7 = 6 n’a pas de solution. On construit alors ’ensemble Z des entiers
relatifs, compatible avec I’addition et la multiplication de N et qui le contient :

N CZ.

» Dans Z I’équation 3z = 1 n’a pas de solution. On construit alors I’ensemble Q des nombres
rationnels, compatible avec I’addition et la multiplication de Z et qui le contient :

NCZcCQ.

» Dans Q Péquation 22 = 2 n’a pas de solution. On construit alors ’ensemble R des nombres
réels, compatible avec I’addition et la multiplication de Q et qui le contient :

NCZcCcQCcCR.

» Dans R l'équation 22 +1 = 0 <= z? = —1 n’a pas de solution. On construit alors

I’ensemble C des nombres complexes dont I’élément principal ajouté est le nombre ¢ tel que
i = —1 solution de I’équation précédente, compatible avec I'addition et la multiplication

de R et qui le contient :
NczZcQcRcC.

Démontré au début du XIXe siecle, le théoreme de D’Alembert-Gauss énonce :

Tout polyndéme non constant, a coefficients complexes, admet au moins
une racine complexe.

Fin de T’histoire!
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L’ensemble des nombres complexes
1.1 Construction de C

Defivition |

On appelle ensemble des nombre complexes, noté C, ’ensemble des nombres z de la
forme :
z = a+1b, avec (a; b) € R? et i = —1.

» Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z notée Re (z).
» Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z notée Im (2).

» L’écriture z = a + ib est appelée la forme algébrique de z.

EeMAv-%aes:

» Im(2) =0 <=z € R. En particulier, R C C.

» Si Re(z) =0 alors z est dit imaginaire pur.

Application 1 page 233

¢ Hachett
Application 2 page 239 »Maths Repére, Hachette

I. L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES F.PUCCI



Chapitre 13: LES NOMBRES COMPLEXES 1 295

Proposition |

Soient z = a + ib et 2’ = a’ + i/ deux nombres complexes et A € C.
On peut munir I’ensemble C de trois opérations :

» L’addition (+) : z2+2 =(a+d)+i(b+V).
» La multiplication (X) : zx 2 = (ad' — bt') +i(ab’ + a'b).
» La loi externe (ou multiplication par une constante) : Az = Aa + i\b.

Munis de ces trois lois, ’ensemble C est alors une C-algebre qui contient R et dont les
opérations prolongent celles de ce dernier.

Globalement, comprenez que C contient R, que les opérations posseédent les mémes propriétés
que celles de R & la différence prés que Pon remplacera i? par —1 et que Pon regroupera les réels
et les réels facteurs de ¢ pour obtenir la forme algébrique d’un nombre complexe.

Exemples I:
> 2 =4+Ti— (24+4i) =4+ Ti—2—4i=2+3i.
> 20=(2+4)(3-2)=6—-4i+3i—2>=6—-7+2=8—1.
> 23 = (4—3i)% =16 — 24i + (34)? = 7 — 24i.

. Exevrcice  Soit 2 = 2+ 3i et 2’ = i — 5. Calculer et écrire sous la forme algébrique les nombres
suivants :
1/ z+72 Rep : —3+4i 4/ 22 Rep : —13-13i
2/ z—2 Rep : 7T+2i 5/ 2° Rep : —5+12i
3/ 2237 Rep : 19+ 3¢

{ Application 1 page 235 , Maths Repére,Hachcttc}
Et d’une maniere générale :

Propesition 2 (Identités remarquables dans C)

Soit a et b deux nombres complexes.

» (a4 b)% = a® + 2ab + b2 » (a+ib)% = a® + 2abi — b2
» (a—b)%=a® — 2ab+ > » (a —ib)* = a® — 2abi — b*.
» (a—0b)(a+b)=a®-b. » (a—ib)(a+ib) = a® + b*,

Preuve: Seules, les derniéres égalités sont nouvelles :
|_ (a4 1ib)? = a® £ 2abi + (ib)* = a® + 2abi — b,

F.PUCCI I. L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
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et
(a —ib)(a +ib) = a® — (ib)? = a® + b°.

Vous pourrez enfin factoriser 'une somme de deux carrés.

—

nulles.
z=0 <— a=0 e b=0.

(=a+1b)
réelle et imaginaire sont égales.

noté — et tel que :
z
1 a b

z:a2+b2_la2+b2'

» Un nombre complexe est nul si, et seulement si sa partie réelle et imaginaire sont

En particulier, deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si leur parties

» Tout nombre complexe z = a + ib non nul admet un inverse pour la multiplication

|— Preuve: Soit 2 = a + ib un nombre complexe.

» Sia=10=0, il est clair que z = 0.

Réciproquement, si a + ¢b = 0 alors a = —ib, égalité entre un réel et un imaginaire pur qui n’est
b b

vraie que si a = b = 0.

» D’apres I’assertion précédente, z # 0 = a?+b? # 0 puisque a et b ne peuvent étre nuls ensemble.

Il suffit alors de calculer :

. a . b 1 2 . . 2192
(a +ib) x (a2+b21a2+b2> = (a® — dab + iab — i*b?)
1
:MXM
=1.

On verra une forme plus agréable un peu plus loin.

Démonstration page 246 ,Maths Repeére, Hachette}

On dit alors que C est une extension algébrique de R que vous verrez plus tard comme étant R[].

Exemple 2:

1. Dans C!

I. I’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
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2—14
1/ Trouver la forme algébrique du nombre complexe z = 3790
i
L’idée est de faire disparaitre les nombres imaginaires du dénominateur. On utilise la méme idée
qu'avec les « ,/» sachant que i?=—1.
D’apres la (2), (a +ib)(a — ib) = a* + b*. On va donc multiplier numérateur et

7 . .9
dénominateur par 3 — 27~ :

C(2-0)(B+2) 4-Ti 4 .7

(B+20)B-2) 13 13 '13
2/ Résoudre dans C, I’équation suivante z = (2 — i)z + 3.

z=(2-14)2+3

z—(2—-1)z=3
z(1-2+14)=3
3 3
Ty 14

On préférera donner la solution sous sa forme algébrique :

3 3(1+1) 3 3
z=— = - =375

1—i (1—4i)(1+1) 2

Exercice Résoudre dans C, I’équation 2iz — 1 — i = z + 2. Rep : z=1—1.

[ Applications 2 et 3 page 233 Maths Repére, Hachette

Applications 2 et 3 page 235 ’

1.2 Représentation des nombres complexes

\.

- )

N R
» A tout nombre z = a+1ib on peut faire !
correspondre, de maniére unique, un A M(z = a+ib)
point M (a ; b) d’un plan orthonor- !
mal (O; U; ). /gx :
|
» Réciproquement, tout point M (a,b) 0 :
d’un plan orthonormal (O; uW; o) 5L |
peut étre associé, de maniere unique, :
a un nombre complexe z = a + ib. } |
R
Le nombre z est alors appelé l'affixe du ol & 1 @
point M ou encore du vecteur OM.
Le plan (O; U 7) est alors appelé plan complexe.

2. Appelée plus tard « partie conjuguée » de 3 + 2i. Vous verrez pourquoi.

F.PUCCI I. L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
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Le coté bijectif de cette représentation vient du théoréme (11). En effet, deux nombres com-
plexes sont égaux si, et seulement si leur partie réelle et imaginaire sont égales.

EaMM‘iues: I’axe des abscisses est alors naturellement appelé ’axe des réels et I’axe des ordon-
nées celui des imaginaire purs.

ExeMPle 3: Placer dans le plan  complexe les  points M; d’affixes Zi
.......................................................... Mo
1/ 21 =2+3i : :
2/ =31 i b bMy | i
8/ =it b My 5 M
4/ z=2-i B
5/ 25 =1 i i My i i i
! ! M S ! ! !
6/ 2= —2i : : : : i
: ‘Mg : : My :
7/ 2= -2 s S s — 4o o N
8/ 25 =—i—3 R L T L Y N
....................................... B0 T S SRR

Exercice Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’ensemble des point M dont affixe z vérifie
I’égalité proposée :

» Re(z)=-2, » Im (2) = 1.

Exercice 142 page 267 ,Maths Repére,Hachette}

Proposition 3

Soient M7 et Ms deux points du plan complexe d’affixes respectives z1 = a; + iby et
29 = ag + iby.

[E—
» Le vecteur M; My a pour affixe zo — 21 = (ag — a1) +i(ba — by)

—
> |lOMi]| = \/af +b]

—
» |IMMy| = /(a2 — a1)? + (b2 — by)?

z1 + 29
2

» Le milieu I de [M;M5;] a pour affixe z; =

I. L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES F.PUCCI
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|— Preuve: M1 My = OMs — OMj. Le reste en découle simplement. . .

M ‘
byt by 4 (z1 4 22)
N
o
1 7
bi +b2 |
2 M (21)
by +
~
O/)[\
| | | |
0 1 1 1 1
a1+ az ai a1 + az
2

[ Application 1 page 239

Math ere, Hacl
Démonstration page 247 ’ aths Repére, Hac 1ette]

{ Exercice 125 page 265 ,Maths Repére,Hachette}

m De la forme trigonométrique

I1.1 Conjugué d’un nombre complexe

Defivition 2
Soit z = a + ib un nombre complexe et M(z) un point du plan complexe (O; s 7)
d’affixe z.
. ’ z ZR
» On appelle conjugué de z, noté zZ, le
. M(z =a+ib)
nombre z = a — b. bp—————————- ,
|
|
l
i 4 |
v |
|
(@] ‘1 :a R
|
|
l
|
» Le point M’ d’affixe Z est le symé- [
trique de M par rapport a 'axe des ] M'(Z = a — ib)

abscisses.
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Chupitre 3. LES NOMBRES COMPLEXES 1

» 2ER <— 2z=72.

> ZEER_i_.

Exercice  Soit z = 3+ 5i et 2/ = —2 4 34, calculer :

1/ z+7 Rep : 1+38i 3/ z+2 Rep : 1-38i
z2x 72 Rep : —21—1 2+ 2

2/ z Rep : 3—5i 4/ Zx 2 Rep : —21+i
2 Rep : —2—3i z Xz

Soit z un nombre complexe, alors :

z2+z z2—Z
Re(z) = . Im(z) = -

> Re(2) = — > Im (2) = —

» 2€IR «<— z=—-2Z.

Prewve: Ona z+zZ=a+#+a—ib=2a=2Re(z) et 2 —Z =g +ib—d +ib = 2ib = 2ilm ().
|_Le reste est trivial. Par exemple :

z2=%Z < Re(z)==z

<— zeR.

Enfin, si 2 = a + ib sous sa forme algébrique, alors 2Z = (a + ib)(a — ib) = a® + b* € R;. On verra une

forme plus agréable un peu plus loin.

—

On retiendra qu’un nombre complexe est réel si, et seulement si il est égal a son conjugué ou
encore si, et seulement si le point d’affixe M (z) appartient a ’axe des abscisses.

Exevrcice Résoudre dans C, les équations suivantes :

1/ (1+i)z2—2i=0
2/ (14+i)z+2iz=1—i

Rep : z=—-1+1.
Rep : z=—1—2i.

[ Application 4 page 235 ,Maths Repeére, Hachcttc}
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Proposition 4 (Propriétés du conjugud)

. /
Soit z et z° deux nombres complexes, alors :

TT =347 N 1
1/ 2472 =z2+ 4/ <_ _ !
_ z z

2/ z2x2 =2 x2
% Z
3/ %=z 5/ (3) =2

En particulier, V n € Z,

{ Démonstration page 247 ,Maths Repére,Hachette}

Remarquez, une fois n’est pas coutume, que 'opération « passer au conjugué » est compatible

avec I'addition et la multiplication. Fait exceptionnel !

|— Preuve: Soit z = a +ib et 2’ = a’ + b’ deux nombres complexes écrits sous leur forme algébrique.

1/ La premiére assertion est triviale.

2/ Calculons et comparons :
Zx 2 = (a—ib)(a' —ib') = aa’ —bb' —i(ab + a'b)

et

2 x 2 = (a+ib)(a’ +ib) = aa’ — b +i(ab + a’'b) = aa’ — bb' — i(ab’ + a'b).

Donc z x 2/ =2z x 2.

3/ Easy.
1
4/ Modifions tout d’abord Iexpression de — :
z

11 a—1ib afibi 1

z a+ib (a +ib)(a — ib) T2 e a2t
1

m X (G+Zb)

De la méme maniére — =
Z

1 1 1 1
Comme m € R, il est alors clair que (;) = m X (a — ’Lb) = m X
1 ) 1
=g it =2

o

<

|
N

|

N

X
| =

I

wl

X
7 N\
| =
N——

|

wl

X
| =

I
| wl

(a —ib).

(a —ib).

—

n Exercice Dans le plan complexe, M est point d’affixe z = x + iy, = et y réels. A tout complexe z,

5z — 2
z—1"

z # 1, on associe : Z =

F.PUCCI II. DE LA FORME TRIGONOMETRIQUE
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1/ Exprimer Z + Z en fonction de z et Z.
— 10E-T(2+7%) +4
Rep : Z+ 7=
P aT G-DE-1

2/ En déduire que Z est un imaginaire pur si, et seulement si M est un point d’un cercle privé

d’un point.
N\ 3\°

I1.2 Module d’un nombre complexe

Defivition 3
Soit z = a + ib un nombre complexe et M(z) un point du plan complexe (O; s 7)
d’affixe z.
iR
On appelle module de z, noté |z|, la dis-
tance OM (ie) le réel positif tel que :
b IM(z = a+1b)
|
|
B :
i l
N - l
1= []ox| s |
v a R
=Va?+ b2 !

Ee.MM‘%ue: Si a est un réel, |a] = Va @ = Vaa = Va? car @ = a. La notion de module dans C

généralise donc celle de valeur absolue dans R.

7 — . .
. Exercice  Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants :

1/ |3+ 44| Rep : 5 4/ |-5] Rep : 5
2/ |1 —i Rep : V2 5/ 19i| Rep : 9
3/ |-5— 2i Rep : V29
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Proposition S
Soient z = a + ib et 2’ deux nombres complexes.

» 2Z=|2)?

= a? 4+ b2
L . 1 zZ
En particulier, si z # 0 alors — = —.
z |z
» |2|=0 <<= 2=0
» |—2| = |Z| = |7| » |2 x 2| =z x ||
1 1 z |2
—|=—, avec z#0 == L f .
s E # " Ik avec z' # 0
En particulier, Vn € Z, | |2"] = |2|".
|— Preuve:
» Tl suffit de calculer : 2Z = (a + ib)(a — ib) = a® + b* = |2|°.
1 _
La forme de — = ﬁ est tout de méme plus sympathique que celle du théoreme (I7)!
z |z

» 2] =0 <= a®*+V* =0 <= a=b=0 < 2=0.

Observez surtout que 'on a une équivalence entre un zéro complexe (z = O¢) et un zéro réel

(2] = Or) !
> o’ b =]z =[z] = |2
v lax 2P =(22)x (22) =2 x 2T x 2 =22 x 22 = |22 x |2

Comme les nombres ci-dessus sont des réels positifs, 'égalité précédente est équivalente & |z x 2'| =

2] x ||
» Enfin, on utilise la (1) :
i 1 /1y 1 1 1 1 1\°
| =i x|l x = — = =
z z z z z 2z |z |z
P « 1 1
On en déduit de méme que |—| = —
z| |4
1 |z

—

Methode | (Forme algébrique d'un quotient)

Pour obtenir la forme algébrique d’'un quotient de nombres complexes, on multiplie
numérateur et dénominateur par le conjugué de ce dernier appelée « partie conjuguée ».
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Exercice Ecrire les nombres suivants sous leur forme algébrique :
1 1 1 2
1 Rep : - — —i. 4/ = Rep : —2i
[ Tv Py /3
2 3. 241
1 Rep : — + —i.
/ 53 SETRET 5/ =5 Rep : —~ — =i
3 1
R 2
3/ 1 P07 10
-3+

Exercice Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’ensemble des point M dont affixe z vérifie
I’égalité proposée.

» |z =3. > |z—i =1 sz =140l =]z —i.

[ Exercice résolu 2 (question 1) page 251 ,Maths Repére,Hachcttc}
D’un point de vue géométrique, la proposition (3) se réécrit :

Proposition 6 (Norme d’un vecteur)

Soient M (z1) et My(z2) deux points du plan complexe (O; @; ¥') d’affixes respectives
21 et z9.

— —
» [|OM;]| = |z1]. » || M1 M| = |22 — 21].

.

ol %

‘= VROV Si le conjugué se comporte bien avec I'addition, il n’en est rien avec le module

qui est d’une nature multiplicative.

Comme en sixieme, on retrouve seulement 'inégalité dite triangulaire :

|22 — 21| < |22| + |21].

Dans le triangle OMj M>, la longueur du c6té M Moy est inférieure & la somme des deux autres
OM1 et OMQ.

[ Exercices 109 et 110 page 264 , Maths Repére,Hachcttc}
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I1.3 Argument d’un nombre complexe

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O; U 7), la donnée de deux réels a et b
permet de définir un unique point M de coordonnées (a ; b).

On peut tout aussi bien définir cet unique point par la donnée d’un réel positif r, la distance
OM, et d’'un angle 0 = (7 ; OM).

Deéfivition 4 (Forme trigonométrique)

Soit z = a + ib un nombre complexe et M(z) un point du plan complexe (O; s 7)
d’affixe z.

Pour z # 0, on appelle argument de z, R
noté arg z, toute mesure de ’angle orienté ’
b=|z|sing 4————————————— M(z = a+1b)
N |
0= (7 ; OM) [27]. !
N |
[
1 |
En particulier, on a : v argz =0
o !
% :
b
COS@=|CL—’ et sin@zﬂ. 7 1 a = |z|cos@ R
z z

Tout nombre complexe non nul z peut s’écrire sous la forme

= |z| € R}
z =r(cosf +isinf) ou r=l +
6 = arg z [27].

Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique de z.

Un nombre complexe non nul a une infinité d’argument, si 6 est un argument de z alors 6 + 2k
avec k € Z est aussi un argument de z.

' = VRO e réel r correspond au module, on verra donc toujours bien attention & ce qu’il
soit un nombre réel positif.

ExeMPle 4: Trouver un argument des nombres complexes z; suivants :

2 2 V2
SV = S T aE 2 3
sinf=——— ="~ = —
12+2i] 22 2
Donc arg(—2 + 2i) = 3%
1 1
cosll = ———= = -
, [1—iv3| 2 _ 7
2/ 2 =1—1iV3: o V3 B V3 — =-3 [27].
sinf = ——— = ——
[
Donc arg (1 — Z\/g) = fg.

F.PUCCI II. DE LA FORME TRIGONOMETRIQUE
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Connaissant la forme algébrique d’un nombre complexe, on peut donc obtenir son module et
son argument a partir de ses parties réelles et imaginaires.

. . . 1
On obtiendra alors une mesure exacte de 6 si cos et sin 6 sont des valeurs connues comme 2
V2 V3
A

5 5 1, .... Sinon, on obtiendra une valeur approchée a ’aide de la calculatrice.

Exercice  Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

> 21 =1+1, > 20 =1—/3i, > 23 = —4+ 3.

Application 1 page 241 ,Maths Repére,Hachcttc}

Exemples S:

» Quelle est la forme trigonométrique de z; = 1 + iv/3?

1/ Tout d’abord, on calcule |z1| = ’1 + Z\/§’ =\12+ \/§2 =Vi+3=V4=2

2/ Puis, on factorise 'expression de z1 par |z1] :
b)

Lol (ben)

2\2 2

1
3/ On cherche, sur le cercle trigonométrique quel est 'angle qui a pour cosinus 3 et pour sinus

V3 .,
7. C’est 5 [27'(']

Dot 1 T o isin©
= — — m— 1.
ou z1 5 COS3 ) 3

1
» Quelle est la forme algébrique de 29 = (cos <%T) + isin <%T> > ?

Il suffit de développer :

=[%

1
Donc z9 = ~35 + —1.

Méthode 2 (Trouver la forme trigonométrique d’un nombre complexe)

Pour mettre un nombre complexe sous sa forme trigonométrique, on calcule tout d’abord
le module puis on reconnait la valeur de 'argument en cherchant dans son tableau de
correspondance « sin / cos «— radian ».

Application 2 page 241 ,Maths Repeére, Hachette}
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Exemple b: Déterminer la forme trigonométrique des nombres suivants :

1—i =v2

) _ 1

sam=1-i:g Y =5
1

sinf = ——

V2

Dour =2, 0= —g [2n] et 21 =1—i=V2 [COS (—g) + isin (—g)}
Vo (5) - on (3]

-v3+i| =2
> 22:—\/§+’L cos 6 :fﬁ
2

- 1

ing ==

® 2

Dour=2,0= —% et 20 = —V3+i=2 [cos (—%) + isin (—g)}

-2l (7) i (3)]

Ee.MM‘%)e_: Dans certains cas, il est inutile de faire tous les calculs : la forme trigonométrique
se « voit » :

» 1 =cos0+isin0 donc |1| =1 et arg(l) =0

> i = COs <g) + isin <g> donc |i| =1 et arg(i) =

Avant d’aller plus avant, un théoréme simple mais qui sera d’importance en géométrie :

- )

Soit z un nombre complexe non nul.

»argz=0[n1] <<= z€eR

> argzzg[ﬂ'] = ze€iR

[ Exercice résolu 4 pages 254-255 , Maths Repére,Hachette}
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Complétons enfin la (3) et la (6) :

Propesition T (Angle de deux vecteurs)
Soient M (z1) et My (z2) deux points du plan complexe (O; @; ¥') d’affixes respectives

21 et 29.
— —
> <7 c OMl) = arg 21 [27]. > <7 c MlMg) = arg (22 — 21) [27].
> (OM1 5 OMQ) =] argi—Q
1

= arg zo — arg z1. 27|

(o0 %) = (s OA2) - (7 5 o)

= argzy — argz; = arg = [27].
21

et
Enfin, pour la derniére assertion, il existe un unique point M tel que OM = MiMs (ie) zp = 22 — 21.
On applique alors les résultats précédents :

(7 ; M) = (7 ; 5]\7) = arg (ZQ —zl) [27].

1
— Covollaire .

Dans le plan complexe d’un repeére orthonormé direct (O; 7; 7), on considere les points
A, B, C et D deux a deux distincts et d’affixes respectivement z4, zp,z¢ €t zp.

(E ; C@) = arg <M> [27].

B — RA
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|— Preuve: La démonstration est identique & la précédente :

(18 0B) = (3 28) - (7 73)

= arg (zp — 2c) —arg (2B — 24) = arg <%> [27].

—

Application 2 page 243

Démonstration page 248

Exercice résolu 2 (question 2) page 251 ,Maths Repére, Hachette
Exercice 90 page 262

Exercice 209 page 275

{ Exercice 144 page 268 ,Maths Repére,Hachette}

Equations du second degré dans C

- )

Soit I’équation du second degré az? + bz + ¢ =0 avec a # 0, b et ¢ des réels.
Cette équation admet toujours des solutions dans I’ensemble des nombres complexes C
Avec A = b?> —4ac, on a :

b
e Si A =0, il existe une unique solution z = o
a

b+ VA

e Si A > 0, il existe deux solutions réelles z = 5
a

—b+iv—-A

e Si A <0, il existe deux solutions complexes conjuguées z = 5
a

Preuve: La démonstration est identique a celle de premiére si ce n’est que 1’on n’est plus géné par la
cas ol le discriminant est négatif.
Vb A
g — ) - =
2a 4a?

» Pour les deux premiers cas A =0 et A > 0 ont retrouve les cas vus en premiere.

» siA <0, ona—A>0don A= (iy/-A) .

On factorise a ’aide des identités remarquables :

(oa) i (o) - (%)
(-4 SR (. i)

2a 2a

La forme canonique s’écrit :

az’+bz+c=a

2
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On en déduit les deux solutions de ’équation du second degré az? + bz 4+ ¢ = 0 dans ce cas.

—

ExeMPle T: Soit Péquation 22 —2+1=0.0Ona A= -3 = (Z\/§)2

1—iv3 1+iv3
2

Les solutions sont donc z; =

et 2o = 5 .

Et, on, la forme factorisée :

VzeC, 22—2—1—1:(2—1_“/5) (z—l—H\/g).

2 2

[ Application 1 page 237 ,Maths Repére,Hachcttc}

11 — . . .
. Exevrcice  Soit ’équation dans C :
23— (4+0)2% + (13 + 4i)z — 13i = 0. (E)

1/ Montrer que i est solution de I’équation.

2/ Déterminer les réels a, b et ¢ tels que :
23— (4+0)22 + (13 + 4i)z — 13i = (2 — i)(az® + bz +¢).
Rep : (2 —1i)(2% — 42 +13).

3/ Résoudre alors I’équation (E).

Rep : .7 = {i; 2 — 3i; 2+ 3i}.

Application page 237
Exercice résolu 6 page 257 , Maths Repére, Hachette
Exercices 83 et 84 pages 261-262

Exercice 216 page 277

Exercice 111 page 279 ,Maths Repere, Hachette
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Théme: Géométrie - Probabilités Terminale S - Devoir surveillé n° 8

Géeométrie - Probabilitées

Exercice (Pol_l.juésie 2014y Dans un repere orthonormé de ’espace, on considere les points :
A(B; =55 2),B(-1;15;0),C0;1;2) etD(6;6; —1).

1/ Déterminer la nature du triangle BCD et calculer son aire.

2/ (a) Montrer que le vecteur 7 (=2 ; 3 ; 1) est un vecteur normal au plan (BCD).

(b) Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD).

3/ Déterminer une représentation paramétrique de la droite D orthogonale au plan (BCD) et
passant par le point A.

4/ Déterminer les coordonnées du point H, intersection de la droite D et du plan (BCD).
5/ Déterminer le volume du tétraédre ABCD.
6/ On admet que AB = V76 et AC = V61.

Déterminer une valeur approchée au dixieme de degré pres de 'angle BAC.

Exercice (Avtilles-Guyave septembre 2014) Une entreprise de jouets en peluche souhaite
commercialiser un nouveau produit et a cette fin, effectue divers tests permettant de rejeter les pe-
luches ne répondant pas aux normes en vigueur. D’expérience, le concepteur sait que 9 % des nouveaux
jouets ne répondent pas aux normes.

A Tissue des tests, il est noté que :

e 96 % des peluches répondant aux normes sont acceptées par les tests;

e 97% des peluches ne répondant pas aux normes ne sont pas acceptées a 'issue des tests.
On préléve une peluche au hasard dans la production de l’entreprise. On note :

e N l'évenement : « la peluche répond aux normes en vigueur » ;

e A l'évenement : « la peluche est acceptée a l'issue des tests ».
Partie A

1/ Construire un arbre pondéré représentant la situation exposée précédemment.
2/ Démontrer que la probabilité qu'une peluche soit acceptée & 'issue des tests est 0, 8763.

3/ Calculer la probabilité qu'une peluche qui a été acceptée a l'issue des tests soit véritablement
aux normes en vigueur. Arrondir le résultat au dix-millieme.

Partie B

On consideére que la vie d’'une peluche se termine lorsqu’elle subit un dommage majeur (déchirure, ar-
rachage,...). On admet que la durée de vie en années d’une peluche, notée D, suit une loi exponentielle
de parametre .

1/ On sait que P(D < 4) =0, 5. Interpréter ce résultat dans le contexte de cet exercice.
Calculer la valeur exacte de A.

2/ On prendra ici A = 0,1733.
Le jour de ses trois ans, un enfant qui joue avec cette peluche depuis sa naissance décide, voyant
qu’elle est encore en parfait état, de la donner a sa sceur qui vient de naitre.

Calculer la probabilité pour que sa sceur la garde sans dommage majeur au moins cingq années
supplémentaires. Arrondir le résultat au dix-millieme.
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CHAPITRE

Lol vormale

)

TN s . .
2, J} 'E I'intérét d’une loi continue :
N A

EA«PP&IS ) (Loi de Bernoulli et loi binomiale)

Lorsqu’on répéte n fois, de fagon indépendante, une méme expérience aléatoire
suivant une loi de Bernoulli donnant lieu a deux issues appelés « succes » de
probabilité p et « échec » de probabilité 1 — p, la variable aléatoire X qui, a cette
série de n expériences, associe le nombre de succes, suit la loi binomiale B(n, p)
de parameétres n et p.

Son espérance est E(X) = np et son écart-type 0(X) = y/np(1l — p).

Si 'on trace le diagramme en batons de la loi de
probabilité d’une loi binomiale B(n,p) il apparait,
lorsque n devient « grand » et que p n’est pas trop
« petit » que I’enveloppe des probabilités épouse une
courbe qui ferait un bon candidat pour une densité
de probabilité.

Les calculs, a 'aide d’une intégrale, seraient alors
grandement simplifiés.

Posant p1 = np et o = /np(1 — p), des mathématiciens du nom de Moivre, Gauss et Laplace
furent les premiers a proposer la fonction f, , définie sur R par

Ve eR, fuo(z)= e 3

comme densité de probabilité. La loi normale était née!

1. entre autres.
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La Loi normale
I.1 Généralités

Deéfivition |

Soient u et o deux réels tels que o > 0.
On dit que la variable aléatoire X suit la loi normale de parametre u et o, si pour tous
réels a et b, on a :

b 1 1,t—pN\2
P gxgb:/ o (1) dt +(t) = —3(5%5)
(CL ) " flh ( ) avec flh ( ) U\/ﬂe

On note alors X ~ N (,u ; 02) ’

La fonction f,, est appelée densité de la loi normale de parametre ;. et o ou encore
densité de Laplace-Gauss.

3. Cette notation est plutdt réservée a la terminale, ensuite, on la note plutot A (u ; o). De 14, & savoir
pourquoi ?. ..

I. LA LOI NORMALE F.PUCCI
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—

Avant d’aller plus loin, étudions donc cette fonction f, , :

1.2 Fonction de Gauss

Soient p et o deux réels tels que o > 0 et f, , la fonction définie sur R par

1

1/z—pN\2
_ -3(5H)
x) = e 2%
fﬂﬁ( ) 0’\/%
Alors :
1/ fuo est clairement définie sur R.
1 o —
En posantu:——(x Hy2 — 00, 0n a:
2° o T — 00
. L u
J:grzlrzloo fu,a o ugrzloo er =0.

I’axe des abscisses est donc asymptote a la courbe en +oo.

2/ fuo est une composée de fonctions dérivables sur R donc dérivable et continue sur R et
on a :

o \T) =

f;t,o(x) est donc du signe de p — z sur R. D’ou le tableau de variations et la courbe

représentative :

1
€z —00 H 400
Fuo() + 0 -

VN
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3/ En particulier, f, , admet un maximum égal a atteint pour = = p.

1
oV 2w
4/ La courbe représentative de f, , est symétrique par rapport a la droite d’équation z = p.

1 1/2u—z—py\2 1 1 p—z\2 1 1 z—pN\2
En effet 20 — x) = e 2(FZ) = e~ 3550 — e~ 2 ()
Jua (21 ) oV 2w oV 2w oV 2w
fu,a(w)-

Cette courbe est connue sous le nom de « gaussienne » ou, du fait de sa forme caractéris-
tique, de « courbe en cloche ».

1.0 + .
|
| 1
0-8Ak ()'_5
0.6 +
0.4 + |
|
0.2 + :
—, | N
1 2 3 4 5 6 7 8 9

I
EQMM"%)Q: On remarquera que plus o est grand, plus le maximum est petit et la courbe
s’étale autour de pu.

5/ En particulier, f, ,, continue et positive sur R, définit une densité de probabilité.

On admettra que / fuo(t)dt = 1. Intégrale que vous calculerez slirement maintes fois
R

dans les prochaines années par différentes méthodes pas encore a notre disposition.

EQMM"%)Q: La fonction f,, , n’admet pas de primitives s’exprimant a I'aide de fonctions

élémentaires.

1 22

e

e~ 2 est paire. Sa courbe
représentative est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.

Lorsque 0 = 1 et p = 0, la fonction définie par fyi(z) =

EA-PPels 2 (Influence d’une combinaison affine)

Soient X est une variable aléatoire et a et b deux réels donnés. Alors :

» E(aX + b) = » V(X + b) = » 0(aX + b) =
aE(X) + b. a®V (X). lal o(X).

Quelgues commentaires :
» Si X est une variable aléatoire donnée, d’espérance F(X) = u. Alors la variable aléatoire

définie par X — i, a une espérance nulle E(X — p) = E(X) — u = 0.

On dit que X — p est la variable aléatoire centrée associée a X.

4. cf. les cours de seconde.

I. LA LOI NORMALE F.PUCCI
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» D’autre part, si X est une variable aléatoire donnée, de variance V(X) = &2, alors la

X X V(X
variable aléatoire définie par — a une variance V' (—> = (2 ) =1
o o o

X
On dit que — est la variable aléatoire réduite associée & X.
o

Fort de ces commentaires, une variable aléatoire X suivant une loi normale N (u ; 02) donnée,

germe alors D'idée de considérer la variable aléatoire —— E éduite et centrée (en 0) pour calculer

g
nos probabilités quitte a se ramener ensuite a celles définies par X.

On parle alors de Loi normale centrée réduite. .. Beaucoup plus simple a étudier.

Loi normale centrée réduite
I1.1 Fonction de répartition et probabilités

Delivition 2

On dit que la variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite, notée A(0,1) si
sa densité de probabilité est égale a la fonction fj ;.
Sa fonction de répartition ® est donc définie sur R par :

1 xT 2
P(a) = PE < 2) = —— [ =7 dt.

. o2 X . .
L’intégrale / e~ 2 dt est a prendre avec les conventions d’usage en terminale :

—00

x t2 x t2
/ e 2 dt= lim e 2 di.

— 50 a——00 Jq

Quelgues commentaires :

» Le nombre ®(a) représente, par définition, 'aire du domaine délimité par la courbe de fy 1,
I'axe des abscisses et la droite d’équation =z = a.

F.PUCCI II. LOI NORMALE CENTREE REDUITE
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» Comme la fonction fy1 est paire, on a alors :

1 0 t2 q 1 +oo t2 q 1
— e 2dt=— e 2dt=-—-.
v 2 [oo \/27‘('/0

1
La fonction ® est donc la primitive de fy 1 qui vérifie (0) = 3

22

2

e
» Par définition, ®'(z) = fo1(z) = > 0. La fonction ® est donc strictement croissante

V2r

sur R.

+2

1 +oo
Avec lim @(z) = — / e 2 dt = 1, on obtient le tableau de variation ci-dessous et
T——+00 Vo J—oo

la courbe représentative.

II. LOI NORMALE CENTREE REDUITE F.PUCCI
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fo(x) +

1/

N =

\

11.2 Calcul de probabilités

- )

Si une variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite alors pour tous réels a et
b tels que a < b, on a :

Pla <X
X

Et, pour tout réel a positif : P(X < —a) =1 — ®(a).

Remargue: La dernicre assertion peut aussi s'écrire ®(—a) = 1 — ®(a) (ie) la courbe €o est

1
symétrique par rapport au point de coordonnées <0 ; 5)

|— Prewve: Tout découle de la définition (2) et de la relation de Chasles :

Ensuite, P(X > a) =P (X <a)=1-P(X<a)=1-®(a).

Et enfin, par symétrie de la courbe :

—a +oo
foa(t)dt / foa(t)dt

P(X<-a) = P(X>a) \\\\\\\\\%
PX<—a) = 1—%(a).

—
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Methode | (Avec la calculatrice)

Les syntaxes, avec les calculatrices sont les suivantes :
Casio 35 : P(a < X < b) = NormCD(a, b, o, ).
TI 82 : P(a < X < b) = normalFrep(a,b, u,o)

Lorsqu’on voudra calculer des probabilités du genre P(X < a) ou P(X > a), la fonc-
tion © — e~ % tendant trés rapidement vers 0 en +oo, on pourra utiliser la syntaxe
précédente en prenant, pour les bornes « disparues », des valeurs tres grandes :

xT

» P(X <a)~P(-10¥ <X <a). » P(X >a)~ P(a <X <10%).

Application page 375 ,Maths Repere, Hachottc}

ExeMPle ): Une variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite. A I'aide d’une table des
valeurs de ® “ou de la calculatrice, on trouve :

®(0,56) ~0,7123 et P(1,35) ~0,9115.
D’aprés le théoréme (1), on peut alors déterminer les probabilités suivantes :

>1,35) =1 — ®(1,35) ~ 0, 0885.

< —0,56) = ®(—0,56) = 1 — (0, 56) ~ 0, 2877.

(—0,56 < X < 1,35) = ®(1,35) — &(—0,56) ~ 0, 7123 — 0, 2877 = 0, 6238.
0

» P(X < —0,560uX>1,35) = P(X < —0,56) + P(X > 1,35)
~(,2877+ 0,0885 = 0,3762.
Les événements (X < —0,56) et (X > 1,35) étant incompatibles.

5. Comme grand-papy !

II. LOI NORMALE CENTREE REDUITE F.PUCCI
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2 2
Prewve: Il suffit de remarquer qu'une primitive de te” 7 sur R est —ef%, la suite des calculs
|_est simple :

L (/Iotgdt+/+mt§dt)
— i € €
V2 \/27T —o0 o

Zxo t2 Y
— lim |— } + lim {76_7}
2 X——o0 X Y —>+o0 To
_x2 . y2 0 . u?
:—— —|— lim e 2 — lim e 2 +¢7 2 avec lim e 2 =0
X——00 Y >+ UuU—00

0.

Le calcul de la variance et de ’écart-type est hors de notre portée et sera malheureusement admis. I

Démonstration page 382 ,Maths Repeére, Hachette}

I1.4 Probabilité d’intervalles centrés en 0

C’est le probléeme réciproque : Un réel o €]0;1[ donné, peut-on déterminer un intervalle I tel
que la probabilité du succes P(X € I) soit égale & 1 — «?

Par exemple, pour aw = 0,01 = 1%, peut-on trouver un intervalle I qui réalise P(X € I) = 99% ?
On dit aussi au risque d’erreur de 1%.

Les intervalles I répondant a cette question sont en nombre infini mais, comme on va le voir, la
réponse existe et est unique dans le cas des intervalles centrés en 0 (ie) de la forme | — a;a[ on
a est un réel positif.

Soient X une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite et « un réel de
I'intervalle [0; 1.
Il existe un unique réel strictement positif u, tel que :

P(—uq < X<uy)=1-a.

|— Preuve: L’équation & résoudre revient a chercher un réel z strictement positif tel que :

P(—z<X<a)=1—-«
O(x) —P(—z)=1—«
P(z)—1+P(zx)=1—«
20(x) =2 —«
@(x):u%.

II. LOI NORMALE CENTREE REDUITE F.PUCCI
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Or, la fonction ® est continue et strictement crois-

sante sur [0;+oo[. Elle établit donc une bijection

de [0; 400 [ sur son intervalle image [®(0); lim [=
x

—+0o0
5|
—; 1.
2

1
CommeO<a<1alors§<1—%<1(ie)a

appartient & l'intervalle image de [0; +o0o [ par ®.

—Uq U

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotone, il existe
Q
donc un unique élément u, de Uintervalle [0;+o0 [ tel que ®(z) =1 — 5" C’est le réel strictement positif

cherché. I

Démonstration pages 382-383

Math ére, Hachett
Exercice résolu 1 page 387 -Maths Repére, Hachette

En pratique, on ira souvent cherché les valeurs de u, telles que P(—uy < X < uy) = 95% ou
P(—uq < X< uy) =99% (ie) les valeurs de ug o5 et up,01. On trouve :

Valeurs souvent nécessaires pour connaitre une part représentative de 95 ou 99% d’une popula-
tion. ..

Methode 2 (Avec la calculatrice)

Les syntaxes, avec les calculatrices sont les suivantes :
Casio 35 : STAT » DIST » NORM » F3 invN

TI 82 : 2nd DISTR » FracNormale(l — a, p,0)

Exercice X est une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite. Déterminer I'intervalle
I centré en 0 tel que P(X € I)=0,8.

On donnera les bornes de I'intervalle avec une précision de 1072,

Rep : u,~1,28 et I =[-1,28;1,28].

L’étude de la loi normale centrée réduite ainsi faite, il est temps de s’occuper des lois normales
générales N (u ;o). L’étude précédente comprise, ce sera rapide.

F.PUCCI II. LOI NORMALE CENTREE REDUITE



324 Chapitre 14: LOI NORMALE

E Lois normales

Résumons les commentaires et réflexions faits en page par un théoreme :

Une variable aléatoire X suit une loi normale de parametres u et o notée N (u; o2 ) si, et

— " Suit une loi normale centrée réduite A’ (0;1).
o

seulement si la variable aléatoire Z =

Démonstration page 383 ,Maths Repeére, Hachette}

Ce théoreme est fort et important. Il permet de ramener 1’étude de toutes les lois normales a
celle de la loi normale centrée réduite par une translation ' et une homothétie © Tout le travail
sera donc déja fait.

Proposition |

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale N (u;0?) alors son espérance vaut
1 et son écart-type est o.
EX)=p et oX)=o.

|— Prewve: De la linéarité de I'espérance, comme Z suit la loi normale centrée réduite, on en déduit :

0E(Z)E<X_“) _E® L gy

g g

De plus, comme V(a;b € R?, V(aX +b) = a*V(X), on a :

Une loi normale est donc correctement définie par la seule donnée de son espérance et de son
écart-type.

ExeMPle 2 (QJASS@)&\: Une entreprise produit en grande quantité des pieces détachées destinées a
Iindustrie.

Une piece est conforme lorsque sa longueur (en millimetres) appartient a intervalle [74,4;75,6].

On note L la variable aléatoire qui, a chaque piece prélevée au hasard, associe sa longueur. On suppose
que L suit la loi normale d’espérance 75 et d’écart type 0, 25.

Quelle est la probabilité qu’une piece soit conforme ?
On calcule P(74,4 <L < 75,6) = 0,98.

La piece est donc conforme dans 98% des cas. Ce n’est pas plus dur!

7. La différence X — p.
8. Le quotient par o.

III. LOIS NORMALES F.PUCCI
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Application 1 page 377 R
P 1(;’1 1on -~ base ,Maths Repere, Hachette
Exercice 57 page 397

ExeMPle 3: Les températures de ’eau du mois de juillet, autour du lac Léman, suivent la loi normale
d’espérance 18,2°C et d’écart-type 3,6 °C.

Une personne part camper en juillet sur le pourtour du lac Léman. Que peut-on lui indiquer comme
probabilité de température de ’eau des plages dans les cas suivants :

1/ Températures inférieures a 16 °C.

2/ Températures comprises entre 20°C et 24,5°C.

3/ Températures supérieures a 21°C.

T - 18,2
On appelle T la variable aléatoire associée aux températures et Z = 376, la variable aléatoire

associée a la loi normale centrée réduite.

Il y a deux fagons d’obtenir les résultats, soit on utilise directement la calculatrice avec la loi normale
de I’énoncé, soit on se rameéne a la loi normale centrée réduite.

1/ Calculons P(T < 16) :
La calculatrice donne directement P(T < 16) = 0,271.
Sinon, pour revenir a la loi Z, on manipule d’abord quelques inéquations élémentaires :
T—-18,6 _16—18,2

T<K1 < ! 7 < —0,611.
6 <— 3.6 3.6 <= 0,6

Une table de loi normale centrée réduite ou encore la calculatrice redonne :

P(Z < —0,611) = &(—0,611) = 1 — ®(0,611) = 1 — 0,72 = 0, 271.
2/ le raisonnement est identique

A la calculatrice : P(20 <

T < 24,5) = 0, 268.
Avec la loi centrée : P20 < T

< 24,5) = P(0,5 < Z < 1,75) = &(1,75) — ®(0,5)
= 0,960 — 0,692 = 0, 268.

21) = 0,218.
>21) = P(Z >0,78) = 1 — ®(0,78)
=1-0,782=0,218.

3/ [A la calculatrice : P(T >
T

Avec la loi centrée : P(

Mevalite : 11 faut venir se baigner & Wallis.

{ Application 2 page 377 ,Maths Repeére, Hachcttc}

II1.1 Intervalles en fonction de o

Toutes les remarques de la parties (I.2) sur la fonction de densité restent valables. On retiendra
particulierement que la courbe « en cloche » est symétrique par rapport a son espérance p et
que son maximum ainsi que son inflexion dépendent de I’écart-type o.

9. L~ N(75;0,25)
10. Entrainez-vous!
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On s’intéresse ici & certains intervalles caractéristiques et pratiques, non plus centrés en 0 mais
en /.

Certaines valeurs sont a retenir quant a la répartition des données autour de l’espérance en
fonction de I’écart-type :

— Proposition 2

Si X suit la loi normale de parameétres p et o, alors

Plu—o<X<pu+o0)~0,68.
P(u o< X< p+20)~0,95.
P(u o< X< p+30)~0,997.

[\

(I8}

{ Démonstration page 384 ,Maths Repére,Hachette}

p=3c  p=20 |u+o 1 p+o  p+2 p+30
1 ‘ ' 68% ' ‘ 1

95%

99, 7%

Exemple 4: On reprend 'exemple (2).
Quelle valeur doit-on donner a h pour avoir ’égalité :
P(75—h<L<75+h)=0,997.
On sait que P(u — 30 <L < p+ 30) ~ 0,997. La question revient donc a résoudre la petite équation
75 —h=175—-3x0,25.
On trouve h =3 x 0,25 = 0,75 mm.

EeMMr%.:e: Comme P(74,25 < L < 75,75) ~ 0,997, on pourra donc dire que quasiment toutes les
piéces (99, 7% quand méme!) ont théoriquement une largeur comprise entre 74,25 mm et 75,75 mm.

Exercice résolu 2 page 388

Exercice 77 page 400 ; Maths Repeére, Hachette
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Exercice  Sur une chaine d’embouteillage dans une brasserie, la quantité X (en cL) de liquide fournie
par la machine pour remplir chaque bouteille de contenance 110 cL peut étre modélisée par une variable
aléatoire de loi normale de moyenne p et d’écart-type o = 2.

La législation impose qu’il y ait moins de 0,1% de bouteilles contenant moins d’un litre.

1/ A quelle valeur moyenne p doit-on régler la machine pour respecter cette législation ?
Rep : p~106,18.
2/ La contenance des bouteilles étant de 110 cL, quelle est alors la probabilité qu'une bouteille
déborde lors du remplissage ?
Rep : ~0,028.

3/ Le directeur de la coopérative veut qu’il y ait moins de 1% de bouteilles qui débordent au risque
de ne pas suivre la législation.

(a) Quelle est alors la nouvelle valeur de p?
Rep : 1~ 105,34.
(b) Quelle est alors, dans les conditions de la question précédente, la probabilité que la bouteille
contienne moins d’un litre ?
Rep : ~0,0038.
(c¢) La législation n’étant plus respectée, déterminer p et o afin qu’il y ait moins de 0,1% de
bouteilles de moins d’un litre et moins de 1% de bouteilles qui débordent.
Idée : u et o sont solutions d’un systéme d’inéquations. . .

[ Exercice 82 page 402 ,Maths Repére, Hachette}

Venons-en au but de notre chapitre :

Approximation normale d’une loi binomiale

Tout d’abord le gros théoréme :

_ )

Soit X,, une variable aléatoire suivant la loi binomiale #(n;p).
Xp —np

Si Z,, est la variable aléatoire définie par Z, =
np(1 —p)

alors, pour tous réels a et b

tels que a < bon a :

b 1 2
lim P(aangb):/ —¢ 2 dt.
a

n—-+o0o

Ce théoreme justifie que sous certaines conditions sur les parameétres n et p, la probabilité d’un
événement aléatoire associé a une loi binomiale peut étre approché par une probabilité d’un
événement aléatoire associé a une loi normale centrée réduite.

On dit qu’il s’agit d’'une approximation d’une loi binomiale par une loi normale.

F.PUCCI IV. APPROXIMATION NORMALE D’UNE LOI BINOMIALE
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Vous reconnaitrez que c’est alors beaucoup plus simple! Sinon, comparez les deux calculs ci-
dessous !

L’un est une somme dont chaque terme est lourd a calculer et sensibles aux erreurs d’arrondies,
I’autre est une simple différence entre deux images par une fonction.

Le graphique ci-contre représente I'approxima-

tion d’une loi B(20;0,5) par la densité de la
loi normale correspondante :

/
=20x0,5=10 et o=1/20x 0,52 = /5. 77 \

Les deux derniéres conditions sont respectées :

np =10 = 5,

n(l —p) =10 > 5.

En pratique, on fera cette approximation dés que les conditions de la (3) seront
remplies
Proposition 3

La loi binomiale B(n, p) peut étre approchée par la loi normale N (np, \/np(1 — p)) des
que :

n > 30, np>5 et n(l-p) =5

Application 1 page 379
Exercice résolu 3 page 389
Exercice 85 page 402
Exercice 124 page 411

, Mlaths Repere, Hachette

ExeMPle S: Un revendeur de matériel photographique désire s’implanter dans une galerie marchande.
Il estime qu’il pourra vendre 40 appareils photo par jour et les ventes sont deux & deux indépendantes.
Une étude lui a montré que, parmi les différentes marques disponibles, la marque A réalise 38,6 % du
marché.

On note X la variable aléatoire qui, un jour donné, associe le nombre d’appareils de marque A vendus
ce jour-la.

» On peut assimiler ces 40 ventes indépendantes a un schéma de Bernoulli ot le succes est 1’événe-
ment « 'appareil de marque A est vendu ». Alors, la variable aléatoire X suit la loi binomiale de
parametres : n = 40 et p = 0, 386.

11. En terminale S, ce sera presque toujours le cas mais il faudra le dire avant toute approximation !

IV. APPROXIMATION NORMALE D’UNE LOI BINOMIALE F.PUCCI
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La probabilité que, sur 40 appareils vendus ce jour, 10 soient de la marque A vaut :

v

40
P(X=10) = (10) x 0,386 x 0,614% ~ 0, 03.

On a aussi E(X) = np =40 x 0,386 = 15,44 et 0 = v/np(1 — p) = 1/40 x 0,386 x 0,614 =~ 3, 08.

v

» Les conditions de la (3) sont remplies. On peut donc approcher X par la loi normale
Y de parameétres p = 15,44 et o = 3, 08.

» La probabilité de I’événement : « un jour donné, le nombre d’appareils de marque A vendus est
compris entre 15 et 25 » vaut alors :

P(15 <Y < 25) ~ 0, 56.

ExeMPle 6: On lance 180 fois un dé a jouer et on note X la variable aléatoire qui représente le nombre
d’apparition du 6. En utilisant ’approximation normale calculer au milliéme les probabilités suivantes :

1/ P(X<20). 2/ P(X > 40). 3/ P(X <20 ou X > 40).
Il faut d’abord calculer les parametres de la loi normale correspondante a la loi binomiale B (180 ; 6) :

! 1
E(X)=np=180x = =30 et o(X)= 180x6x§:5_

(=}

Et s’assurer que les conditions de la (3) sont vérifiées :

np=30=5 et n(l-—p)=150=>5.

A T'aide d’une calculatrice, on trouve alors :
1/ P(X < 20)~0,029.

2/ P(X > 40) ~ 0,018
3/ P(X <20 ou X > 40) = P(X < 20) + P(X > 40) ~ 0, 047.

Si on souhaite utiliser une table, on considere alors la loi normale centrée réduite Z = et on

obtient de méme :
1/ P(X<20) = P(Z < —1,9) = ®(~1,9) = 1 — ®(1,9) ~ 0,029.
2/ P(X>40)=P(Z>2,1)=1-3(2,1) ~ 0,018.
3/ P(X <20 ouX > 40) = la somme des deux précédentes. ..

Exercice 90 page 403

FExercice 96 page 404 ,Maths Repeéere, Hachette
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Un peu d’histoire et de culture

V.1 Généralités mathématiques

La loi normale est une loi théorique : c’est une idéalisation mathématique qui ne se rencontre
jamais exactement dans la nature (pas plus qu'un cercle...). Néanmoins, de nombreuses dis-
tributions réellement observées s’en rapprochent de maniére assez flagrante en présentant cette
forme typique en « cloche ».

Un théoréme treés important en statistique et probabilité, le théoréme central limite (hors pro-
gramme au lycée), montre la place prépondérante que cette loi occupe dans la modélisation de
phénomenes naturels.

La loi normale est aussi appelée loi de Gauss, ou loi de Laplace, ou encore de Laplace-Gauss.
Gauss et Laplace trouverent tous les deux cette loi, indépendamment 'un de 'autre, et par des
approches bien distinctes et différentes :

» Gauss introduisit la loi normale a propos d’un probléme d’estimation de parametres, pour
un probléme dans un contexte complétement étranger a celui du calcul des probabilités (il
s’intéressait alors au mouvement des corps célestes, et son but était de palier, dans une
certaine mesure, & l'imprécision des appareils d’observation et de mesure).

» Laplace , quant a lui, était bien dans le cadre du calcul de probabilités telles qu’elles étaient
percgues et développées a son époque.

Laplace prolongea les travaux de De Moivre sur 'approximation de la loi binomiale. La
loi normale est ainsi vue comme une approximation (une limite plus précisément) d’une
expérience modélisée par une loi binomiale

V.2 Historique

Au XVII® siecle, les jeux de hasard, alors trés en vogue, ont poussé les mathématiciens a s’in-
téresser aux calculs de probabilités. La loi normale est une loi de probabilité qui a aussi son
origine dans ce contexte.

Chronologiquement, les étapes marquantes de I’essor de la loi normale sont

» Abraham de Moivre (1667-1754) démontre en 1733 que la loi normale est la limite de la

loi binomiale pour n infiniment grand et p = 3

1
» Pierre-Simon de Laplace ~ généralise en 1772 le résultat de De Moivre pour p # 3 (ie)

pour toutes les lois binomiales.

» Carl Friederich Gauss = parvient au méme résultat que De Laplace en s’intéressant a la
distribution des erreurs touchant les observations astronomiques.

12. ¢f. le théoréme (V) de Moivre-Laplace qui, lui, est bien dans les programmes actuels de classe de terminale)
13. Laplace (1749-1827) est un mathématicien, astronome et physicien francais.

Laplace est I'un des principaux scientifiques de la période napoléonienne. Il a apporté des contributions
fondamentales dans différents champs des mathématiques, de I’astronomie et de la théorie des probabilités. Il a
été 'un des scientifiques les plus influents de son temps, notamment par son affirmation du déterminisme. « Sire,
je n’ai pas eu besoin de cette hypothese! », répondit-il & Napoléon Bonaparte.

En 1799 il est nommé ministre de I'Intérieur sous le Consulat. Napoléon 1°' lui confére en 1808 le titre de
comte de ’'Empire. Il est nommé marquis en 1817, apres la restauration des Bourbons.

14. Gauss (1777-1855) est un mathématicien, astronome et physicien allemand.

Surnommé « le prince des mathématiciens », il est considéré comme 'un des plus grands mathématiciens de

tous les temps.
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» Adolphe Quételet (1796-1874), astronome belge a été le premier a appliquer cette distribu-
tion a des données sociales et biologiques. Pour la petite histoire, il a rassemblé les mesures
du tour de poitrine de soldats écossais et du tour de taille de soldats francais, et a constaté
que les deux ensembles de mesures présentaient une distribution approximativement nor-
male.

Quételet interprétait la moyenne ces distributions « normales » comme 1’idéal a atteindre
par la nature, et les observations situées de part et d’autre de cette moyenne comme des
erreurs par rapport a cette « normalité ». Cette interprétation ne lui a pas survécu.

» Francis Galton (1822-1911) affirme quant & lui Pomniprésence de la loi normale dans
la nature, physique comme biologique. C’est par ailleurs lui qui a donné a la distribution
normale un réle central dans la théorie sur les facultés mentales. Galton (cousin de Darwin)
voulait justifier la transmission des capacités intellectuelles par I’hérédité pour permettre
lamélioration de ’espeéce humaine (il est par ailleurs considéré comme le fondateur de
Peugénisme) mais la, on s’éloigne des mathématiques.

» Jacques Hadamard (1865-1963) démontre la possibilité et la nécessité, en s’appuyant sur
la loi normale, de gérer scientifiquement la qualité de la production industrielle.

C’est le début de I’étude statistique des systémes de production.

» Emile Borel ” donna une généralisation des conditions de réalisation d’une distribution
normale : « Lorsque la réalisation d’une variable quantitative X est sous la dépendance
d’une cause prépondérante constante, et d’un emsemble de causes perturbatrices secon-
daires nombreuses et indépendantes, et dont les effets sont additifs, petits, symétriques et
aratoires, la distribution de cette variable tend vers la loi normale et 'approximation est
d’autant meilleure que le nombre de causes secondaires est grand. »

De nos jours, on estime que les variables qui suivent la loi normale sont vraisemblablement
beaucoup moins nombreuses que ce que 'enthousiasme de Galton avait pu suggérer.

Les séries statistiques expérimentales qui se rapprochent le plus de la loi normale concernent
des variables (poids, dimensions,...) observées dans l'industrie pour les fabrications en grande
serie.

En biométrie, un certain nombre de variables quantitatives se distribuent selon la loi normale :
taille, poids, rythme cardiaque, périmetre cranien, diametre des hématies,. . .

La généralisation de Borel s’applique ici tres bien a 'observation des données biologiques ou
médicales : la taille, par exemple, dépend de trés nombreux facteurs, les uns héréditaires, les
autres dus au milieu (alimentation, mode de vie, conditions de chauffage des habitations, ...),
chacun de ces facteurs agissant indépendamment et pour une petite part.

15. Félix Edouard Justin Emile Borel (1877-1956) est un mathématicien, professeur a la Faculté des sciences
de Paris, spécialiste de la théorie des fonctions et des probabilités, membre de 1’Académie des sciences, ainsi qu’un
homme politique francais, député et ministre. Ses actions pour la Société des Nations et au sein de son Comité
fédéral de Coopération européenne font de lui un des précurseurs de l'idée européenne.

Dans une intervention a ’Académie des Sciences, Emile Borel s'en prend au préjugé consistant a croire
irrationnel de prendre un billet de loterie. L’achat du billet ne change pas réellement I’existence de celui qui le
prend, explique-t-il, tandis que s’il gagne - bien qu’il ait tres peu de chance que cela se produise - cette vie en sera
changée du tout au tout. Il ne s’agit au fond que d’une sorte de version en modeéle réduit du pari de Pascal, mais
insistant sur le fait que l'utilité d’un aléa ne se confond pas en général avec son espérance mathématique.

Au cours de la méme séance, il montre qu’il est tout aussi rationnel de payer pour acheter du risque (cas du
billet de loterie) que de payer pour en éviter (cas de ’assurance).
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f N
KN (i ) = Vias R T ctwwmwe || Lot et ot
_ — X —
Pla<X<b) = 1 3(558)? ij\/'<u;02) 7= MWN(O,I)
oV 21 Ja o
EX)=p e oX)=0 E(Z)=0 et o(Z)=1
Va €]0;1], EI"'ua € R tel que :
_________ P(p—uqo <X i{ ,u-l-uaa) =1-—o. '_s“ﬁ'P(—ua SZ<uy)=1—a
.
Up,05 = ~ 1,96 et UO 01 2'2 58 A remplacer par 1 pour
une loi centrée réduite
‘i
x —0 p +oo | .-
o) 0 = Densité de Laplace-Gauss :
1 A. - 1 1(m_u)2
fuo L oV2m _ix ) = e 2V o /.
Iz / \ fllq(f( ) 0_\/%
) _ 0 0
;1,—?20' pw—ot J ,LL+0' b +2U ,u+30
: EP(pfcr<X<,u+cr):68,3%

,

Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale Z(n;p).
Xn —
Si Z,, est la variable aléatoire définie par Z, = e alors,
np(1 —p)
pour tous réels a et b tels que a < b on a :
| Fonction de répartition : ®(x) =P(X<x) b1 2
lim Pla<Z <b=/ e 2 dt.
n—-+0oo ( " ) a \/%
PX>a)=1—®(a)
Pla<X<b)=®(0b) —P(a) et < J
PX<—a)=1—®(a)

Conditions d’application de Moivre-Laplace :

n>30, np=5 et n(l—p) =5 (MV)
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Coi Normale - Complexes

Exercice (Po!juésie 2013) (et exercice est un questionnaire a choix multiples. Aucune justifica-
tion n’est demandée. Pour chacune des questions, une seule des quatre propositions est exacte. Chaque
réponse correcte rapporte 1 point. Une réponse erronée ou une absence de réponse n’dte pas de point.
Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la réponse choisie.

o x z
1/ Soit z; = V6e'T et 2o = v2e ', La forme exponentielle de il est
Z2

a. V3el 1% b. V12712 c. V3elT d. V3l

2/ L’équation —z = Z, d’inconnue complexe z, admet :

(a) une solution. (¢) deux solutions.

(b) une infinité de solutions dont les points  (d) une infinité de solutions dont les points
images dans le plan complexe sont situés images dans le plan complexe sont situés
sur une droite. sur un cercle.

3/ Dans un repére de l'espace, on considere les trois points A(1 ; 2 ; 3), B(—1; 5 ; 4) et
C(=1; 0; 4). La droite parallele & la droite (AB) passant par le point C' a pour représen-
tation paramétrique : Vt € R,

r=-2t—1 r=—1 r=—1-—-2t xr =2t
(a) y=3t (b) Sy="Tt (¢c) Sy=5+3t (d) Sy=-3t
z=t+4 z=Tt+4 z=4+t z=—t

4/ Dans un repere orthonormé de l'espace, on considére le plan &2 passant par le point
D(-1; 2; 3) et de vecteur normal 7(3 ; =55 1), et la droite A de représentation para-

r=t—7
métrique S y =t + 3 ,teR.
z=2t+5

La droite A est perpendiculaire au plan £2.

(a
(

)
b) La droite A est paralléle au plan & et n’a pas de point commun avec le plan Z2.
(¢) La droite A et le plan & sont sécants.
(d) La droite A est incluse dans le plan .

Exercice (Nowvelle-Caledonie 20I12) Les parties A, B et C sont indépendantes
Partie A : (Restitution organisée des connaissances)

L’objectif de cette partie est de démontrer le théoreme suivant :

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, alors pour tout
réel o appartenant & Uintervalle J0; 1], il existe un unique réel strictement positif X o
tel que P(—xo < X< xa)=1-—c.

Soit f la fonction définie sur 'ensemble des nombres réels R par f(t) =

Ven
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Soit H la fonction définie et dérivable sur [0 ; 4oo[ par :

Hz)=P(—z< X <z)= ' f(t) dt.

1/ Que représente la fonction f pour la loi normale centrée réduite ?
2/ Préciser H(0) et la limite de H(x) quand x tend vers +oc.

3/ A T'aide de considérations graphiques, montrer que pour tout nombre réel positif x,
T
H(x) = 2/ f() de.
0

4/ En déduire que la dérivée H' de la fonction H sur [0 ; +oo[ est la fonction 2f et dresser le
tableau de variations de H sur [0 ; +ool.

5/ Démontrer alors le théoréme énoncé.

Partie B
Un laboratoire se fournit en pipettes aupres de deux entreprises, notées A et B.

60 % des pipettes viennent de I'entreprise A et 4,6 % des pipettes de cette entreprise possédent un
défaut.

Dans le stock total du laboratoire, 5% des piéces présentent un défaut. On choisit au hasard une

pipette dans le stock du laboratoire et on note :

A Dévenement : « La pipette est fournie par I'entreprise A » ;

B I'événement : « La pipette est fournie par 'entreprise B » ;

D D’événement : « La pipette a un défaut ».

1/ La pipette choisie au hasard présente un défaut; quelle est la probabilité qu’elle vienne de
Ientreprise A ?

2/ Montrer que p(B N D) = 0,0224.

3/ Parmi les pipettes venant de I’entreprise B, quel pourcentage de pipettes présente un défaut ?

Partie C

Une pipette est dite conforme si sa contenance est comprise, au sens large entre 98 millilitres (mL) et
102 mL.

Soit X la variable aléatoire qui & chaque pipette prise au hasard dans le stock d’un laboratoire associe
sa contenance (en millilitres).

On admet que X suit une loi normale de moyenne p et écart type o tels que u = 100 et o2 = 1,0424.

1/ Quelle est alors la probabilité, & 10™* pres, pour qu’une pipette prise au hasard soit conforme ?
On pourra s’aider de la table ci-dessous ou utiliser une calculatrice.

Contenance =«
(en mL)

PX < 1z
(arrondi a 10_5)
Contenance =«
(en mL)

PX < a2
(arrondi a 1075)

95 96 97 98 99

0,00000 0,00004 0,00165 0,02506 0,16368

100 101 102 103 104

0,5 0,83632 0,97494 0,99835 0,99996

Pour la suite, on admet que la probabilité pour qu’une pipette soit non-conforme est p = 0, 05.
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2/ On préleve dans le stock du laboratoire des échantillons de pipettes de taille n, ot n est un entier
naturel supérieur ou égal & 100. On suppose que le stock est assez important pour considérer
ces tirages comme indépendants.

Soit Y,, la variable aléatoire qui & chaque échantillon de taille n associe le nombre de pipettes
non-conformes de I’échantillon.

(a) Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire Y;, ?

(b) Vérifier que n > 30, np > 5 et n(1l —p) > 5.

(c) (Bewws) Donner en fonction de n I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
de la fréquence des pipettes non-conformes dans un échantillon.
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CHAPITRE

Nombres Q.cMPl exes ||

historiques et magiques telles que la relation d’Euler( ).

Derniers vestiges de la géométrie qui fut a ’honneur il y a quelques années, les nombres complexes

montreront toute leur puissance dans la résolution de problemes géométriques qui ont hanté les
nuits de vos alnés.

Sommaire
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n Forme exponentielle

1.1 Introduction
Soit f la fonction définie de R dans C par :

f(0) =cosf +isiné.

ReMA\r‘%ue: La fonction f associe donc & tout réel # un nombre complexe, donné sous sa forme
trigonométrique, de module 1 et d’argument 6 [27].

Comme somme de fonctions dérivables sur R, la fonction f est aussi dérivable sur R et vérifie
F0) =1,
De plus, si I'on considére deux réels 6 et ', on a :
» D’une part, f(0+6') = cos(6 +6') +isin(0 + ¢')
=cosfcos) —sinfsin + i(cos@sin@' + sin 6 cos 6').
» D’autre part, f(6) x f(0') = (COS 0 + isin 9) X (cos 0’ + isin 9')

= cosfcosf —sin@sinﬁ/—i—i(cosﬁsine’—i—sin@cos@’).

Donc f(6+6') = f(0) x f(&).
La fonction f est donc une fonction dérivable sur R, vérifiant f(6+60") = f(6) x f(¢') et f(0) = 1.

Depuis le chapitre sur 'exponentielle, on sait que les seules fonctions vérifiant ces propriétés
sont les fonctions du type :

f(0) = €.

Déterminons le paramétre k en dérivant f : D’une part, on a f'(9) = ke*” et de Pautre f'(0) =
—sinf +icosé. Donc VO € R :
ket = —sin 6 + i cos 6.

Pour 6 = 0, on obtient k = i.

Conelusion : f(0) = e (ie) ¢ = cosf + isiné.

Il en résulte donc une définition/théoréme :

Delivition |

Tout nombre complexe z de module r et d’argument 6 peut s’écrire, de maniere unique,
sous la forme :

z=re® avec T>0 et He&]—m;7]

Cette écriture est appelée forme exponentielle du nombre z.

La forme exponentielle permet de lire rapidement le module et argument modulo 27 d’un
nombre complexe et est particulierement bien adaptée aux calculs multiplicatifs et a la géométrie
comme nous le verrons.
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ExeMPles l: Quelques exemples classiques a retenir ou a savoir retrouver :

s
, > V2e 4 =/2cos = +iv/2sin ~
R 3 4
=1+4z.
» e ="M =—1
K K
> 263:2cosg+i2sin§ > 266:2cos%+i25in%
=1+4iV3. =V3+i.

[ Application 1 page 245 , Maths Repére,Hachette}

Une des relations précédentes due & Leonhard Euler (1707-1783) est reconnue comme 'une des
plus belles équations mathématiques et mérite un cadre bien a elle.

_ )

Pour tout nombre réel 6, on a :

e +1=0. (15.1)

Cette relation relie d’une maniére quasi-miraculeuse, les 5 constantes universelles des mathéma-
tiques 0, 1, 7, 7 et e et avec elles, relie, dans l'ordre, 'arithmétique, la géométrie, 'algebre et
I’analyse.

Un nombre complexe peut donc s’écrire sous trois formes bien distinctes : algébrique, trigono-
métrique et exponentielle. Chacune d’elles sera & préférer aux autres suivant le type de calculs
a effectuer. Pensez-y !

ExeMPle 2: Différentes écritures du nombre complexe 1+ iv/3 :

Forme algébrique | Forme trigonométrique | Forme exponentielle

1+iV3 2 [cos (%) + isin (g)] 2¢'3

[ Exercice résolu 1 page 250 ,Maths Repére,Hachette}

Exemple 3 (Passage de o Lorme expoventielle & la forme trigonometrigue, puis algébrigue):
2= 4T (Forme exponentielle)
=4 [cos (?%) + isin (?%)] (Forme trigonométrique)
V2 V2
=14 (‘7 * ’7)
= 22+ 2iV2. (Forme algébrique)
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On a aussi une autre jolie relation attribuée également a Euler qui est I’équivalent exponentiel

i z+Z —Z
des relations Re (z) = et Im(z) = ——:
2 2%
Proposition | (Formule d’Euler)
0 —10 10 —10
+e —e
cosf) = ——— et sin ) =
2 27
Prevve: On a :
|_ e = cosf +isinf
eif = ¢ = cos# — isind
La somme et la différence des deux expressions précédentes donnent le résultat. I

Démonstration page 249

Exercice 201 page 273 ,Maths Repeéere, Hachette

1.2 Regles de calcul en notation exponentielle

Proposition 2

. L 0/ .
Soient z = re' et 2/ = r'¢” deux nombres complexes sous leur forme exponentielle avec
r’ # 0 et n un nombre entier :

10’ i(6+0") ret

Produit : re?? x e = rrle . . T i0—o
g » Quotient : —— = —ei0-0"),
. 9\ - r!eif r!
» Puissance : (7"6Z ) ="',
_ ) 1
» Conjugué : rei? = re™, » Inverse : — = —¢™".
rev P

EQMA—V‘%)&: Pour les calculs du type « somme » ou « différence », on préférera donc la forme
algébrique. La forme exponentielle, quant a elle, sera privilégiée pour les calculs de produits ou
de quotients.

|— Preuwve: Rien & faire si ce n’est rappeler les propriétés de la fonction exponentielle. I

Application 2 et 3 page 245 ,Maths Repére,Hachcttc}
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Exemple 4 (Applications de la forme exponenticlle auvx calevls de produits et guotiets):

N P s
On considere les nombres complexes z1 = 2¢€'3 et 2o = 2V3¢'% :

4 i
P (2\/§ei%> 2 _ 72\/‘3)?” -
- , 21 2e's
_ iE % 4
2120 = 2 X 2V/3 x 'F x €'% = (2\/§> e _ 2v3 i(5-3%)
— 4/36(3+%) e T~ 2 ¢
= 3 . j I
_3E e =3e7'5,

Les théoremes et propriétés qui suivent illustrent bien le potentiel de la forme exponentielle.

Soient € un nombre réel et n un entier.

n
(cos@—i—isin@) = cos nf + isin nd.

|— Preuve: Magique de simplicité grace a la notation exponentielle :

(eie)" _ ein@
n
((3089 +isin0> = cosnf + isinnb.

—

{ Démonstration page 249 , Maths Repére,Hachette}