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Annales 2011-2016 : fonctions

ExErcice 1 Antilles 2011

Commun a tous les candidats
1. Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

flx) =xe* -

(a) Déterminer la limite de la fonction f en +oo et étudier le sens de variation de f .

(b) Démontrer que I'équation f(x) =0 admet une unique solution a sur l'intervalle [0 ; +oo.
Déterminer une valeur approchée de o 2 1072 pres.

(¢) Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

2. Onnote C la courbe représentative de la fonction exponentielle et I' celle de la fonction loga-
rithme népérien dans le plan muni d'un repére orthonormé (0;7,7 ).

Les courbes C et I sont donnée en annexe .

Soit x un nombre réel strictement positif. On note M le point de C d'abscisse x et N le point
de T d'abscisse x.

On rappelle que pour tout réel x strictement positif, e* > In(x) .

(a) Montrer que la longueur MN est minimale lorsque x = . Donner une valeur approchée de
cette longueur minimale & 1072 pres.

. En déduire que la tangente & C au point

IS

(b) En utilisant la question 1., montrer que e® =

d'abscisse a et la tangente a I' au point d'abscisse a sont paralleles.

3. (a) Soit h la fonction définie sur 10 ; +oo[ par h(x) = xIn(x) — x. Montrer que la fonction
h est une primitive de la fonction logarithme népérien sur 10 ; +oo[.

(b) Calculer la valeur exacte, puis une valeur approchée a 1072 pres, de I'aire (exprimée en unités
d'aire) de la surface hachurée sur la figure jointe en annexe .
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EXERCICE 2 Asie 2011

Commun a tous les candidats
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0;7,7).
1. Etude d'une fonction f On considere la fonction f définie sur l'intervalle ]0 ; +ool par :
Inx
f (x) = 7

Onnote f’ la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle 10 ; +oof .

On note Cy la courbe représentative de la fonction f dans le repere (0;7,7). La courbe C r est
représentée en annexe (a rendre avec la copie).

(a) Déterminer les limites de la fonction f en 0 eten +oco.
(b) Calculer la dérivée f’ de la fonction f.

(¢) En déduire les variations de la fonction f .

2. Etude d'une fonction g

On considere la fonction g définie sur l'intervalle 10 ; +oo[ par :

_ (Inx)?
8§ =——.

On note Cg la courbe représentative de la fonction g dans le repére (0;7,7).

(a) Déterminer la limite de g en 0, puis en +oo.

2
(Inx) 4

Apreés l'avoir justifiée, on utilisera la relation :

(1nﬁ)2

vx )
culer la derivee e la fonction .

(b) Calculer la dérivée g’ de la fonction g

(¢) Dresser le tableau de variation de la fonction g.

3. (a) Démontrer que les courbes Cy et Cy possedent deux points communs dont on précisera
les coordonnées.

(b) Etudier la position relative des courbes Cy et Cq.
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(¢) Tracer sur le graphique de 1'annexe (a rendre avec la copie) la courbe Cg.

4. On désigne par A l'aire, exprimée en unité d'aire, de la partie du plan délimitée, d'une part par
les courbes Cy et Cyq, et d'autre part par les droites d'équations respectives x =1 et x =e.

En exprimant l'aire .4 comme diftérence de deux aires que 1'on précisera, calculer I'aire A.

Annexe

0,6 A
0,5
0,4

0,3

-0,1 A

-0,2 -

-0,3 -

-0,4
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EXERCICE 3 La Réunion 2011

Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur R par

4e*
X)=1-——.
1@ e?*+1
On note C sa courbe représentative dans un repere orthogonal (0;7,7 ).
Sur le graphique ci-dessous on a tracé la courbe C . Elle coupe 1'axe des abscisses aux points A et

B.

Partie A

L'objet de cette partie est de démontrer certaines propriétés de la fonction f que I'on peut conjec-
turer a partir du graphique.

1. La fonction f semble croissante sur l'intervalle [0; +ool.

4e* (e* - 1)

(a) Vérifier que pour tout réel x, f'(x) = 5
(e?*+1)

(b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool.

2. La droite d'équation x =0 semble étre un axe de symétrie de la courbe C.
Démontrer que cette conjecture est vraie.
3. On désigne par a l'abscisse du point A et on pose ¢ =e“.

(a) Démontrer que le réel ¢ est une solution de I'équation x> —4x+1=0.

En déduire la valeur exacte de a.
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(b) Donner le signe de f(x) selon les valeurs de x.

Partie B

L'objet de cette partie est d'étudier quelques propriétés de la fonction F définie sur IR par :

X
F(x) :f f(nde.
0

1. Déterminer les variations de la fonction F sur R..
2. Interpréter géométriquement le réel F(a). En déduire que —a < F(a) <0.

3. On cherche la limite éventuelle de F en +oo.

(a) Démontrer que pour tout réel positif ¢, () >1—4e™ .
(b) En déduire que pour tout réel positif x, F(x) > x —4 et déterminer la limite de F(x) lorsque

x tend vers +oo.

4. Dans cette question. toute trace de recherche ou d'initiative, méme incompléte, sera prise en compte
dans l'évaluation.

Déterminer la limite de F(x) lorsque x tend vers —oco.
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EXERCICE 4 Pondichéry 2011

Commun a tous les candidats

Partie I
Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un repere orthonormal, les courbes C; et C»
représentatives de deux fonctions f; et f, définies sur I'intervalle ]0 ; +oo.

3 . =
C1
2 . =
1 . =
Co
l l l l
0 1 2 3 4
_1 A
On sait que :

o l'axe des ordonnées est asymptote aux courbes C; et C,
o l'axe des abscisses est asymptote a la courbe C,

o lafonction f> est continue et strictement décroissante sur l'intervalle 10 ; +oo[

O

la fonction f; est continue et strictement croissante sur l'intervalle 10 ; +oo[

O

la limite quand x tend vers +oo de fi(x) est +oo.
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Pour chacune des quatre questions de cette partie, une seule des trois propositions est exacte. Le can-
didat indiquera sur la copie la réponse choisie. Aucune justification n'est demandée. Chaque réponse
Juste rapporte 0,5 point. Une réponse fausse ou l'absence de réponse n'est pas sanctionnée.

1. La limite quand x tend vers 0 de f>(x) est:

0 * +00  On ne peut pas conclure

2. Lalimite quand x tend vers +oo de f(x) est:

0 0,2 * On ne peut pas conclure

3. En +oo, C; admet une asymptote oblique :

e Oui « Non  On ne peut pas conclure

4. Le tableau de signes de fo(x) — fi(x) est:

X 0 +00 X 0 +00 X 0 +00

HW-A® || + | pw-nw |pw-nw || 40 —

Partie I1

On considere la fonction f définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par
1
fx)=In(x)+1-—.
X

1. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
2. Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle ]0 ; +ool.
3. En déduire le signe de f(x) lorsque x décrit l'intervalle ]0 ; +ool.

4. Montrer que la fonction F définie sur l'intervalle 10 ; +oo[ par

F(x) = xInx —Inx est une primitive de la fonction f sur cet intervalle.

5. Démontrer que la fonction F est strictement croissante sur 1l'intervalle 11 ; +oof.
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1

6. Montrer que I'équation F(x) = 1—— admet une unique solution dans l'intervalle ]1; +oo[ qu'on
e

note «.

7. Donner un encadrement de o d'amplitude 107! .

Partie 111

Soit g et h les fonctions définies sur l'intervalle 10 ; +oo[ par :

gx) = i et h(x)=In(x)+1.

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un repere orthonormal, les courbes Cg et Cy
représentatives des fonctions g et h.

3 . .
Cn
2 . .
P
1 . .
Cq
|
A | | : | |
O I I Z’ I I
1 2 3 4
_1 A

1. A est le point d'intersection de la courbe Cj, et de 1'axe des abscisses. Déterminer les coordon-
nées du point A.
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2. P estle point d'intersection des courbes Cg et Cy, . Justifier que les coordonnées du point P sont

(15 1).
3. On note A l'aire du domaine délimité par les courbes Cg, Cj, et les droites d'équations res-

. 1 . .. .
pectives x = — et x =1 (domaine grisé sur le graphique).
e

(a) Exprimer l'aire 4 al'aide de la fonction f définie dans la partie II.

1
(b) Montrer que A=1-—.
e

4. Soit ¢ un nombre réel de l'intervalle 11 ; +oo[. On note B; l'aire du domaine délimité par
les droites d'équations respectives x =1, x = ¢ et les courbes Cg et C;, (domaine hachuré sur le
graphique).

On souhaite déterminer une valeur de ¢ telle que A =5;.

(a) Montrer que By = tIn(¢) —In(z).

(b) Conclure.



TS

EXERCICE 5 Amerique du Nord 2012

Partie A Restitution organisée des connaissances

; exp’ _
On rappelle que lim;—. .o, —— = +00.
Démontrer que limy_. 1o

In(x) _
~ =0

Partie B
On considere la fonction f définie sur [1; +oo[ par f(x)=x— ln%
On note C sa courbe représentative dans un repere orthonormal (0;7,7 ).

1. Soit g la fonction définie sur [1; +oo[ par g(x) = x*>—1+In(x).
Montrer que la fonction g est positive sur [1; +oo.

2. (a) Montrer que, pour tout x de [1; +oo[, f'(x)= %.

(b) En déduire le sens de variation de f sur [1; +oof.

(c) Montrer que la droite D d'équation y = x est une asymptote a la courbe C.

(d) Etudier la position de la courbe C par rapport a la droite D..

3. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, on note respectivement My et Ny les points

d'abscisse k de C et D.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, la distance My Ny entre les

. . In(k)
points My et N est donnée par My Ny = Ea

(b) Ecrire un algorithme déterminant le plus petit entier ko supérieur ou égal 2 2 tel que la

distance MN} soit inférieure ou égale a 1072
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EXERCICE 6 - Centres Etrangers 2012

On considere I'équation (E) d'inconnue x réelle : e* =3 (x* +x3).
Partie A : Conjecture graphique

Le graphique ci-dessous donne la courbe représentative de la fonction exponentielle et celle de la
fonction f définie sur R par f(x) = 3(x?+x3) telles que les affiche une calculatrice dans un
méme repere orthogonal.

I3

A l'aide du graphique ci-dessus, conjecturer le nombre de solutions de I'équation (E) et leur enca-
drement par deux entiers consécutifs.
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Partie B : étude de la validité de la conjecture graphique

1. (a) Etudier selon les valeurs de x, le signe de x?+ x3.
(b) En déduire que 1'équation (E)n'a pas de solution sur l'intervalle ] —oco; —1].
(¢) Vérifier que 0 n'est pas solution de (E).

2. On considere la fonction h, définie pour tout nombre réel de ] —1; 0[uU]0; +ool par :

h(x)=In3+1In (xz) +In(1+x) — x.

Montrer que, sur ] —1; 0[U]0; +oo[, I'équation (E) équivaut a h(x)=0.

3. (a) Montrer que, pour tout réel x appartenanta ]—1; 0[U]0; +oo[,ona:

(b) Déterminer les variations de la fonction /.

(c) Déterminer le nombre de solutions de 1'équation h(x) =0 et donner une valeur arrondie au
centieme de chaque solution.

(d) Conclure quant a la conjecture de la partie A.
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EXERCICE 7 Métropole 2012

Commun a tous les candidats

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0;7,7).
On considere une fonction f dérivable sur l'intervalle [-3; 2].
On dispose des informations suivantes :

e fO)=-1.

o ladérivée f' delafonction f admet la courbe représentative C' ci -dessous.

/oﬁ
l

C/

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.

1. Pour tout réel x de l'intervalle [-3,-1], f'(x) <0.
2. Lafonction f est croissante sur l'intervalle [—1; 2].
3. Pour tout réel x de l'intervalle [-3; 2], f(x) > —1.

4. Soit C la courbe représentative de la fonction f .

La tangente a la courbe C au point d'abscisse O passe par le point de coordonnées (1 ; 0).
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EXERCICE 8 Amerique du Nord 2013

Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par

1+In(x)
X)) = ——
fx) )
et soit C la courbe représentative de la fonction f dans un repére du plan. La courbe C est donnée
ci-dessous :
b C
o

1. (a) Etudier la limite de fenO.

1
(b) Que vaut xlirp ix) ? En déduire la limite de la fonction f en +oco.
—too  x

(¢) En déduire les asymptotes éventuelles a la courbe C.

2. (a) Onnote f' lafonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle 10 ; +ool.

Démontrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle 10 ; +ool,

-1-21
)
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(b) Résoudre sur l'intervalle 10 ; +oo[ I'inéquation —1 —2In(x) >0.

En déduire le signe de f'(x) sur l'intervalle 10 ; +ool.
(¢) Dresser le tableau des variations de la fonction f.

3. (a) Démontrer que la courbe C a un unique point d'intersection avec I'axe des abscisses, dont
on précisera les coordonnées.

(b) En déduire le signe de f(x) sur l'intervalle 10 ; +ool.

4. Pour tout entier n > 1, on note I, l'aire, exprimée en unités d'aires, du domaine délimité par

. . P . 1
l'axe des abscisses, la courbe C et les droites d'équations respectives x = — et x=n.
e

1
(a) Démontrer que 0 <, <e— >

On admet que la fonction F, définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par F(x) = ,est une pri-

—2—1In(x)
X

mitive de la fonction f sur l'intervalle ]0 ; +ool.

(b) Calculer I,, en fonction de n.

(c) FEtudier la limite de 1,, en +oo. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
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EXERCICE 9 Amerique du Sud 2013

Commun a tous les candidats
Partie A
Soit f la fonction définie sur R par
f(x) = xe' ™.
1. Vérifier que pour tout réel x, f(x) =e x eix .
2. Déterminer la limite de la fonction f en —oco.
3. Déterminer la limite de la fonction f en +oo. Interpréter graphiquement cette limite.
4. Déterminer la dérivée de la fonction f.

5. Etudier les variations de la fonction f sur R puis dresser le tableau de variation.

Partie B

Pour tout entier naturel 7z non nul, on considere les fonctions g, et h, définies sur R par :

n n-1

() =1+x+ X2+ +x" et h,(x)=1+2x+---+nx
8

1. Vérifier que, pour tout réel x: (1-x)gn(x)=1— xL

n+1

On obtient alors, pour tout réel x#1: g,(x) = 1
2. Comparer les fonctions hy, et gl,, g, étant la dérivée de la fonction g, .
nx"™l—(n+Dx"+1

(1-x)?

En déduire que, pour tout réel x #1: hy,(x) =

3. Soit S, =f(1)+ f(2)+...+ f(n), f étant la fonction définie dans la partie A.

En utilisant les résultats de la partie B, déterminer une expression de S,, puis sa limite quand n

tend vers +oo.
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ExERrcicE 10 Asie 2013

Commun a tous les candidats
On considere les fonctions f et g définies pour tout réel x par :

flx)y=¢e* et gx)=1-e".

Les courbes représentatives de ces fonctions dans un repere orthogonal du plan, notées respective-
ment C et Cg , sont fournies en annexe.

Partie A

Ces courbes semblent admettre deux tangentes communes. Tracer aux mieux ces tangentes sur la
figure de l'annexe.

Partie B

Dans cette partie, on admet 1'existence de ces tangentes communes.
On note D 1'une d'entre elles. Cette droite est tangente a la courbe C au point A d'abscisse a et
tangente a la courbe Cy au point B d'abscisse b.

1. (a) Exprimer en fonction de a le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cy au point
A.

(b) Exprimer en fonction de b le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cg au point B.
(¢) En déduire que b=—-a.

2. Démontrer que le réel a est solution de I'équation

2(x-1e*+1=0.

Partie C
On considere la fonction ¢ définie sur IR par

@) =2(x-1)e* +1.
1. (a) Calculer les limites de la fonction ¢ en —oco et +oo.

(b) Calculer la dérivée de la fonction ¢, puis étudier son signe.
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(c) Dresser le tableau de variation de la fonction ¢ sur R.. Préciser la valeur de ¢(0) .

2. (a) Démontrer que 1'équation ¢(x) =0 admet exactement deux solutions dans [R.

(b) Onnote a la solution négative de I'équation ¢(x) =0 et {3 la solution positive de cette équa-
tion.

A T'aide d'une calculatrice, donner les valeurs de « et 3 arrondies au centieme.

Partie D

Dans cette partie, on démontre 1'existence de ces tangentes communes, que 1'on a admise dans la
partie B.

On note E le point de la courbe Cy d'abscisse a et F le point de la courbe Cg d'abscisse —a (a
est le nombre réel défini dans la partie C).

1. Démontrer que la droite (EF) est tangente a la courbe Cy au point E.

2. Démontrer que (EF) est tangente & Cg au point F.

Annexe a rendre avec la copie
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ExEercice 11 Antilles 2013 Annexe a rendre avec la copie

Commun a tous les candidats

Dans tout ce qui suit, m désigne un nombre réel quelconque.

Partie A

Soit f la fonction définie et dérivable sur I'ensemble des nombres réels R, telle que :
fx)=(x+Dexp”.

1. Calculer la limite de f en +oo et —co.

2. Onnote f' lafonction dérivée de la fonction f sur R.

Démontrer que pour tout réel x, f'(x) = (x+2)exp™.
3. Dresser le tableau de variation de f sur R.
Partie B

On définie la fonction g, sur R par :

gm(xX)=x+1-mexp *

-

et on note C,, la courbe de la fonction g, dans un repere (0;7,7 ) du plan. 1
1. (a) Démontrer que g,,(x) =0 si et seulement si f(x)=m. Courbe 2

(b) Déduire de la partie A, sans justification, le nombre de points d'intersection de la courbe C,y,
avec l'axe des abscisses en fonction du réel m .

2. On a représenté en annexe les courbes Cp, Cexp , €t C_exp (Obtenues en prenant respective- / 1 1 2 3
ment pour m les valeurs 0, exp et —exp ).
Identifier chacune de ces courbes sur la figure de I'annexe en justifiant.

3. Etudier la position de la courbe C,, par rapport a la droite D d'équation ¥ =x+1 suivant les
valeurs du réel m .

4. (a) On appelle D la partie du plan comprise entre les courbes Cexp , C—exp , I'axe (Oy) et

la droite x = 2. Hachurer D, sur l'annexe 2. Courbe 3

(b) Dans cette question, a désigne un réel positif, D, la partie du plan comprise entre Ceyp ,
C_exp , l'axe (Oy) et la droite A, d'équation x = a. On désigne par A(a) l'aire de cette partie
du plan, exprimée en unités d'aire.

Démontrer que pour tout réel a positif : A(a) =2exp —2exp~¢.

En déduire la limite de A(a) quand a tend vers +oo.
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EXERCICE 12 Antilles septembre 2013

Commun a tous les candidats

Pour tout réel k strictement positif, on désigne par fi la fonction définie et dérivable sur 1'en-
semble des nombres réels R telle que :

fr(x) = xe kx,

=~
~i
—

On note Cj sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthogonal (O;
Partie A : Etude du cas k=1
On considere donc la fonction f définie sur R par

fi(x) = xe™".

1. Déterminer les limites de la fonction fj en —oco eten +oco. En déduire que la courbe C; admet
une asymptote que 1'on précisera.

2. FEtudier les variations de f; sur IR puis dresser son tableau de variation sur IR .

3. Démontrer que la fonction g; définie et dérivable sur R telle que :

X

g1(x)=—-(x+1e"
est une primitive de la fonction f; sur IR.
4. Etudier le signe de fi(x) suivant les valeurs du nombre réel x.

5. Calculer, en unité d'aire, 1'aire de la partie du plan délimitée par la courbe C; , 1'axe des abscisses
et les droites d'équation x=0 et x=1n10.

Partie B : Propriétés graphiques

On a représenté sur le graphique ci-dessous les courbes Co, C,; et Cp, ou a et b sont des réels
strictement positifs fixés et T la tangente a C;, au point O origine du repere.
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1. Montrer que pour tout réel k strictement positif, les courbes Cj passent par un méme point.

2. (a) Montrer que pour tout réel k strictement positif et tout réel x ona

fix) =k - kx)e .

(b) Justifier que, pour tout réel k strictement positif, fi admet un maximum et calculer ce maxi-
mum.

(¢) En observant le graphique ci-dessus, comparer a et 2. Expliquer la démarche.
(d) Ecrire une équation de la tangente 2 Cj. au point O origine du repere.

(e) En déduire a l'aide du graphique une valeur approchée de b.
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ExErcice 13 Centres Etrangers 2013

Commun a tous les candidats

On considere la fonction g définie pour tout réel x de l'intervalle [0; 1] par :

X

gx)=1+e .

On admet que, pour tout réel x de l'intervalle [0; 1], g(x)>0.

A
¥

On note ¥ la courbe représentative de la fonction g dans
un repere orthogonal, et & le domaine plan compris d'une 7
part entre 1'axe des abscisses et la courbe ¢, d'autre part 1 |
entre les droites d'équation x =0 et x=1.

La courbe ¥ et le domaine 2 sont représentés ci-contre.

1 X

Le but de cet exercice est de partager le domaine & en deux domaines de méme aire, d'abord
par une droite parallele a 1'axe des ordonnées (partie A), puis par une droite parallele a 1'axe des
abscisses (partie B).

Partie A
A
¥y \
. p €
Soit @ unréeltelque 0<a<1. \
On note .« 1'aire du domaine compris entre la courbe %,
I'axe (Ox),les droites d'équation x =0 et x=a , puis </ 1 A &
celle du domaine compris entre la courbe %", (Ox) et les
droites d'équation x=a et x=1.
/) et of, sont exprimées en unités d'aire.
O R
a 1 “x

1. (a) Démontrer que </ =a—e *+1.
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(b) Exprimer <% en fonction de a.

2. Soit f la fonction définie pour tout réel x de l'intervalle [0; 1] par :
1
fx)=2x-2e "+ —.
e
(a) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle [0; 1] . On précisera les valeurs

exactes de f(0) et f(1).

(b) Démontrer que la fonction f s'annule une fois et une seule sur l'intervalle [0; 1]. en un réel
o . Donner la valeur de o arrondie au centieme.

3. En utilisant les questions précédentes, déterminer une valeur approchée du réel a pour lequel
les aires o) et o, sont égales.

Partie B

Soit b un réel positif.
Dans cette partie, on se propose de partager le domaine 2 en deux domaines de méme aire par la
droite d'équation y = b. On admet qu'il existe un unique réel b positif solution.

1
1. Justifier I'inégalité b <1+ — . On pourra utiliser un argument graphique.
e

2. Déterminer la valeur exacte du réel b.
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ExErcice 14 Liban 2013

Commun a tous les candidats

Etant donné un nombre réel k, on considére la fonction fj définie sur R par

1
fk(x) = m-

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0;7,7).

Partie A
1
Dans cette partie on choisit k=1. On a donc, pour tout réel x, fj(x) = "
e
La représentation graphique C; de la fonction f; dans le repere (O;7, ]’) est donnée en AN-

NEXE, a rendre avec la copie.

1. Déterminer les limites de fj(x) en +oo eten —oo et interpréter graphiquement les résultats
obtenus.

e
2. Démontrer que, pour tout réel x, fi(x) = Taer
e

3. Onappelle f] la fonction dérivée de f; sur IR. Calculer, pour tout réel x, f](x).

En déduire les variations de la fonction f; sur IR.
1
4. On définit le nombre I = f fix)dx.
0

l1+e
Montrer que I=1n (T) . Donner une interprétation graphique de I.

Partie B

Dans cette partie, on choisit k = —1 et on souhaite tracer la courbe C_; représentant la fonction

fi.
Pour tout réel x, on appelle P le point de C; d'abscisse x et M le point de C_; d'abscisse x.
On note K le milieu du segment [MP].

1. Montrer que, pour tout réel x, fi(x)+ f_1(x)=1.

1
2. En déduire que le point K appartient a la droite d'équation y = 3

Annales 2011-2016 : fonctions

3. Tracer la courbe C_; sur I'ANNEXE, a rendre avec la copie.

4. En déduire l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les courbes C;, C_; l'axe des or-
données et la droite d'équation x=1.

Partie C

Dans cette partie, on ne privilégie pas de valeur particuliere du parametre k.
Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.

1. Quelle que soit la valeur du nombre réel k, la représentation graphique de la fonction fi est
strictement comprise entre les droites d'équations y=0 et y=1.

2. Quelle que soit la valeur du réel k, la fonction fj est strictement croissante.

1
3. Pour tout réel k > 10, fi (5) >0,99.

ANNEXE, a rendre avec la copie
Représentation graphique C; de la fonction f

Page 16



TS Annales 2011-2016 : fonctions

(¢) En déduire le tableau de variations de la fonction f .

EXERCICE 15 Métropole 2013

Commun a tous les candidats 3. (a) Démontrer que I'équation f(x) =1 admet une unique solution o sur l'intervalle ]0; 1] .

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans le plan muni d'un repére orthonormé (0;37,7), la

. . . L. . . (b) Par un raisonnement analogue, on démontre qu'il existe un unique réel de l'intervalle
courbe représentative C d'une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle 10 ; +ool. g d d P

11; +oo telque f(B)=1.

C B Déterminer l'entier n telque n<p<n+1.
4. On donne I'algorithme ci-dessous.
Variables : a, b et m sont des nombres réels.
7 Initialisation :  Affecter a a la valeur 0.
Affecter a b la valeur 1.
O 7 A Traitement : Tant que b—a>0,1
1
Affecter a m la valeur 3 (a+Db).
Si f(m) <1 alors Affecter a a la valeur m.
Sinon Affecter a b la valeur m.
Fin de Si.
) Fin de Tant que.
Ond des infi ti ivantes :
n dispose des informations suivantes Sortie - Afficher a.
o les points A, B, C ont pour coordonnées respectives (1; 0), (1;2), (0;2); Afficher b.

o la courbe C passe par le point B et la droite (BC) est tangente a C en B (a) Faire tourner cet algorithme en complétant le tableau ci-dessous que 1'on recopiera sur la

o il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout réel strictement positif x, copre.
Fla) = a+blnx étape 1 étape 2 étape 3 étape 4 étape 5
’ a 0
1. (a) En utilisant le graphique, donner les valeurs de f(1) et f'(1). b 1
b—a
b-a)-bl
(b) Vérifier que pour tout réel strictement positif x, f'(x) = (a)x—znx . m

(¢) Endéduire les réels a et b. (b) Que représentent les valeurs affichées par cet algorithme ?

2. (a) Justifier que pour tout réel x appartenant a I'intervalle 10 ; +ool, f'(x) a le méme signe (¢) Modifier l'algorithme ci-dessus pour qu'il affiche les deux bornes d'un encadrement de f

que —Inx. d'amplitude 107!,
(b) Déterminer les limites de f en O et en +oo. On pourra remarquer que pour tout réel x

. . 2 Inx
strictement positif, f(x)=—+2 —.
X X

5. Le but de cette question est de démontrer que la courbe C partage le rectangle OABC en deux
domaines d'aires égales.
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1
(a) Justifier que cela revient a démontrer que fl fx)dx=1.

. (.2 1 . c
(b) En remarquant que l'expression de f(x) peut s'écrire —+2 x — x Inx, terminer la démons-
X X
tration.
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ExERcCICE 16 Métropole septembre 2013 (a) A l'aide de la courbe C, déterminer F'(0) et F'(—2).

Commun 2 tous les candidats (b) L'une des courbes C;, Ca, Cs est la courbe représentative de la fonction F.

Soit f une fonction définie et dérivable sur IR . On note C sa courbe représentative dans le plan Déterminer laquelle en justifiant 1'élimination des deux autres.
muni d'un repere (0;7,7).

Partie A Partie B
Sur les graphiques ci-dessous, on a représenté la courbe C et trois autres courbes Cy , Cz , C3 avec Dans cette partie, on admet que la fonction f évoquée dans la partie A est la fonction définie sur
la tangente en leur point d'abscisse 0. R par

C

Ly
s fx)=(x+2)ez".
1. L'observation de la courbe C permet de conjecturer que la fonction f admet un minimum.
c [ ’ 1 1y
(a) Démontrer que pour tout réel x, f'(x) = > (x+4)e2*.

(b) En déduire une validation de la conjecture précédente.

3 1
7’ 2. Onposel:f flodx.
0
— 0 7 (a) Interpréter géométriquement le réel 1.
L 1
(b) Soient u et v les fonctions définies sur R par u(x) =x et v(x) =e2
- Vérifier que f=2(u'v+uv').
C
3 4 (¢) En déduire la valeur exacte de l'intégrale I.
- “dy | : : ¥ 3
/ — ’
J ’,/ ] / 3. On donne l'algorithme ci-dessous.
0 / Ca
// 0 v Variables : k et n sont des nombres entiers naturels.
I // s est un nombre réel.
Entrée : Demander a 1'utilisateur la valeur de n.
)/ | 71 Initialisation : ~ Affecter a s la valeur 0.
)/ / Traitement :  Pour k allantde 02 n—1
1 (k
| Affecter a s la valeur s+ — f (—)
1. Donner par lecture graphique, le signe de f(x) selon les valeurs de x. n-\n
Fin de boucle.
2. On désigne par F une primitive de la fonction f sur RR. Sortie : Afficher s.
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On note s, le nombre affiché par cet algorithme lorsque 1'utilisateur entre un entier naturel stric-
tement positif comme valeur de 7.

(a) Justifier que s3 représente l'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine hachuré sur le gra-
phique ci-dessous ou les trois rectangles ont la méme largeur.

(b) Que dire de la valeur de s, fournie par l'algorithme proposé lorsque n devient grand ?
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ExErcicE 17 Nouvelle Calédonie 2013

Commun a tous les candidats

Soit f la fonction dérivable, définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par
floy=¢e'+ 1
= ;o
1. Etude d'une fonction auxiliaire

(a) Soit la fonction g dérivable, définie sur [0 ; +oo[ par

g(x) =x%e*—1.
Etudier le sens de variation de la fonction g .

(b) Démontrer qu'il existe un unique réel a appartenant a [0; +oo[ tel que g(a)=0.

Démontrer que a appartient a I'intervalle [0,703 ; 0,704][.

(¢) Déterminer le signe de g(x) sur [0; +oof.
2. Etude de la fonction f

(a) Déterminer les limites de la fonction f en 0 eten +oco.

(b) Onnote f’ lafonction dérivée de f sur l'intervalle 10 ; +oof.
. .. X
Démontrer que pour tout réel strictement positif x, f'(x) = &2) .

(¢) En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation sur l'inter-
valle ]0; +oof.

(d) Démontrer que la fonction f admet pour minimum le nombre réel
1 N 1

m=—+—.
a a

(e) Justifier que 3,43 <m <3,45.
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ExERcICE 18 Polynésie 2013

Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie sur R par
flx)=(x+2)e™".

On note ¢ la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.

1. Etude de la fonction f.

(a) Déterminer les coordonnées des points d'intersection de la courbe € avec les axes du repeére.

(b) Etudier les limites de la fonction f en —oo eten +oo. En déduire les éventuelles asymptotes
de la courbe € .

(¢) Etudier les variations de f sur R.

2. Calcul d'une valeur approchée de 1'aire sous une courbe.

On note ¥ le domaine compris entre I'axe des abscisses, la courbe % et les droites d'équation
x=0 et x=1.On approche l'aire du domaine & en calculant une somme d'aires de rectangles.

(a) Dans cette question, on découpe l'intervalle [0; 1] en quatre intervalles de méme longueur :

, on construit un rectangle de hauteur f(0)

1
e Sur l'intervalle |0; 1

. 1 1 . 1
o Sur l'intervalle 1 ; 3| on construit un rectangle de hauteur f (4_1)

1 3
e Surlintervalle |- ; —
2 4

. 1
, on construit un rectangle de hauteur f (5)

. 3 . 3
o Sur l'intervalle 1 ; 1|, on construit un rectangle de hauteur f (4_1)

Cette construction est illustrée ci-dessous.

Annales 2011-2016 : fonctions

(¢}

L'algorithme ci-dessous permet d'obtenir une valeur approchée de 1'aire du domaine & en ajoutant
les aires des quatre rectangles précédents :

k est un nombre entier

S est un nombre réel

Initialisation :  Affecter a S la valeur O
Traitement : Pour k variantde 0 a 3

1 (k
Affecter a S la valeur S + 1 f (Z)

Variables :

Fin Pour
Sortie :  Afficher S

Donner une valeur approchée 2 103 prés du résultat affiché par cet algorithme.

(b) Dans cette question, N est un nombre entier strictement supérieur a 1. On découpe l'inter-
valle [0; 1] en N intervalles de méme longueur. Sur chacun de ces intervalles, on construit un
rectangle en procédant de la méme maniere qu'a la question 2.a.

Modifier 1'algorithme précédent afin qu'il affiche en sortie la somme des aires des N rectangles
ainsi construits.

3. Calcul de la valeur exacte de 1'aire sous une courbe.
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Soit g la fonction définie sur R par

gx) =(-x-3)e".
On admet que g est une primitive de la fonction f sur R.

(a) Calculer l'aire </ du domaine &, exprimée en unités d'aire.

(b) Donner une valeur approchée 2 1072 prés de l'erreur commise en remplacant .27 par la va-
leur approchée trouvée au moyen de 1'algorithme de la question 2. a, c'est-a-dire 1'écart entre ces
deux valeurs.
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EXERcICE 19 Pondichéry 2013

Commun a tous les candidats
Partie 1

On s'intéresse a I'évolution de la hauteur d'un plant de mais en fonction du temps. Le graphique en
annexe 1 représente cette évolution. La hauteur est en metres et le temps en jours.
On décide de modéliser cette croissance par une fonction logistique du type :

O = 1 oo

ou a et b sont des constantes réelles positives, ¢ est la variable temps exprimée en jours et h(?)
désigne la hauteur du plant, exprimée en metres.

On sait qu'initialement, pour ¢ =0, le plant mesure 0,1 m et que sa hauteur tend vers une hauteur
limite de 2 m.

Déterminer les constantes a et b afin que la fonction &k corresponde a la croissance du plant de
mais étudié.

Partie 2

On considere désormais que la croissance du plant de mais est donnée par la fonction f définie
sur [0; 250] par

fo=

1+ 19e-0.041

1. Déterminer f’(¢) en fonction de ¢ ( f’ désignant la fonction dérivée de la fonction f). En
déduire les variations de la fonction f sur l'intervalle [0 ; 250].

2. Calculer le temps nécessaire pour que le plant de mais atteigne une hauteur supérieure a 1,5 m.

3. (a) Vérifier que pour tout réel ¢ appartenant a l'intervalle [0 ; 250] on a
260,041

1= o9

Montrer que la fonction F définie sur l'intervalle [0 ; 250] par

F(1) = 501In (€>%" +19) est une primitive de la fonction f.

(b) Déterminer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [50 ; 100].

En donner une valeur approchée 2 102 prés et interpréter ce résultat.

Annales 2011-2016 : fonctions

4. Ons'intéresse a la vitesse de croissance du plant de mais ; elle est donnée par la fonction dérivée
de la fonction f.

La vitesse de croissance est maximale pour une valeur de ¢.
En utilisant le graphique donné en annexe, déterminer une valeur approchée de celle-ci. Estimer

alors la hauteur du plant.

Annexe

hauteur (en metres)

2,0

y=2

temps ¢ (en/jours)
L L

Page 24



TS

EXERCICE 20 Amerique du Nord 2014

Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par

f(x)=5e* -3¢ > +x-3.

On note Cy la représentation graphique de la fonction f et D la droite d'équation y = x—3 dans
un repere orthogonal du plan.

Partie A : Positions relatives de C 7 et D

Soit g la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par g(x) = f(x)—(x—3).

1. Justifier que, pour tout réel x de l'intervalle [0; +oo[, g(x)>0.

2. Lacourbe Cy et la droite D ont-elles un point commun ? Justifier.

Partie B : Etude de la fonction g

On note M le point d'abscisse x de la courbe C r» N le point d'abscisse x de la droite D et on
s'intéresse a 1'évolution de la distance MN.
1. Justifier que, pour tout x de l'intervalle [0; +oo[, la distance MN est égale a g(x) .

2. Onnote g’ la fonction dérivée de la fonction g sur l'intervalle [0 ; +ool.

Pour tout x de l'intervalle [0; +ool, calculer g'(x).

3. Montrer que la fonction g posséde un maximum sur l'intervalle [0; +oo[ que I'on déterminera.

En donner une interprétation graphique.

Partie C : Etude d'une aire

On considere la fonction A définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par

A(x):fo ()= (¢ -3 dr.

Annales 2011-2016 : fonctions

1. Hachurer sur le graphique donné en annexe (a rendre avec la copie) le domaine dont 1'aire est
donnée par A(2).

2. Justifier que la fonction A est croissante sur l'intervalle [0 ; +ool.
3. Pour tout réel x strictement positif, calculer 4(x) .

4. Existe-t-il une valeur de x telle que A(x) =2 ?

Annexe a rendre avec la copie
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ExErcice 21 Amerique du Sud 2014

Commun a tous les candidats
On désire réaliser un portail comme indiqué a I'annexe 1. Chaque vantail mesure 2 metres de large.
Partie A : modélisation de la partie supérieure du portail

On modélise le bord supérieur du vantail de droite du portail avec une fonction f définie sur
l'intervalle [0 ; 2] par

flx) = (x+£—1)e‘4x+b

ol b est un nombre réel. On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle [0 ; 2].

1. (a) Calculer f'(x), pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0 ; 2].
(b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0; 2].

2. Déterminer le nombre b pour que la hauteur maximale du portail soit égale a 1,5 m.

Dans la suite la fonction f est définie sur l'intervalle [0 ; 2] par

_ l —4x §
f(x)—(x+4)e +4.

Partie B : détermination d'une aire

Chaque vantail est réalisé a I'aide d'une plaque métallique. On veut calculer l'aire de chacune des
plaques, sachant que le bord inférieur du vantail est a 0,05 m de hauteur du sol.

1. Montrer que la fonction F définie sur l'intervalle [0 ; 2] par

1 5
F(x) = (—f - —)e_4x +-x
4 8 4

est une primitive de la fonction f .

2. En déduire I'aire en m? de chaque vantail. On donnera la valeur exacte puis une valeur appro-
chée 2 1072 pres de cette aire. (On s'intéresse ici a 1'objet « vantail » sans faire référence a son
environnement).
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Partie C : utilisation d'un algorithme

On désire réaliser un portail de méme forme mais a partir de planches rectangulaires disjointes de
largeur 0,12 m, espacées de 0,05 m. Pour le vantail de droite, le coin supérieur gauche de chaque
planche est situé sur le bord supérieur du vantail (voir 'annexe 2 de 1'exercice 4) et le bas de chaque
planche a 0,05 m de hauteur. Les planches sont numérotées a partir de 0 : ainsi la premiére planche
a gauche porte le numéro 0.

1. Donner l'aire de la planche numéro k.

2. Recopier et compléter 1'algorithme suivant pour qu'il calcule la somme des aires des planches
du vantail de droite.

Variables : Les nombres X et S sont des nombres réels
Initialisation :  On affecte a S la valeur 0
On affecte a X la valeur 0
Traitement : Tant Que X +0,17<....
S prend la valeur S +....
X prend la valeur X +0,17
Fin de Tant Que
Affichage : On affiche S
Annexe 1
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pilier gauche vantail de gauche vantail de droite pilier droi

Annexe 2

=3

0,5 1,0 1,5 2,0
La distance entre le bas du portail et le sol est de 0,05 m.

ol

2,5
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EXERCICE 22 Antilles 2014

Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie et dérivable sur I'ensemble IR, des nombres réels par
X
fX)=x+1+ el

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7,7 ).

Partie A
1. Soit g la fonction définie et dérivable sur I'ensemble IR, par

gx)=1-x+e".

Dresser, en le justifiant, le tableau donnant les variations de la fonction g sur R (les limites de g

aux bornes de son ensemble de définition ne sont pas attendues).

En déduire le signe de g(x) .
2. Déterminer la limite de f en —oo puis la limite de f en +oo.

3. On appelle f' la dérivée de la fonction f sur R.

Démontrer que, pour tout réel x,
fl(x)=e"*gx).

4. En déduire le tableau de variation de la fonction f sur R.

5. Démontrer que 1'équation f(x) =0 admet une unique solution réelle a sur R.

Démontrer que -1 <a<0.

6. (a) Démontrer que la droite T d'équation y = 2x+ 1 est tangente a la courbe C au point

d'abscisse 0.

(b) Etudier la position relative de la courbe C et de la droite T .

Partie B
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1. Soit H la fonction définie et dérivable sur R par

H(x)=(—x—-1De™ .

Démontrer que H est une primitive sur IR de la fonction / définie par h(x) = xe™*.

2. Onnote D le domaine délimité par la courbe C, la droite T et les droites d'équation x =1 et
x=3.

Calculer, en unité d'aire, 1'aire du domaine D .
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EXERcICE 23 - Antilles septembre 2014
Commun a tous les candidats

On considere 'équation (E;) :

e —x"=0

ol x est un réel strictement positif et 7 un entier naturel non nul.
1. Montrer que 1'équation (E;) est équivalente a 1'équation (E;) :

X
In(x)——=0.
n

2. Pour quelles valeurs de n 1'équation (E;) admet-elle deux solutions ?
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EXERCcICE 24 Asie 2014

Commun a tous les candidats

Une chaine, suspendue entre deux points d'accroche de méme hauteur peut étre modélisée par la
représentation graphique d'une fonction g définie sur [-1; 1] par

gx) = % (eax +efax)

ou a est un parametre réel strictement positif. On ne cherchera pas a étudier la fonction g.

On montre en sciences physiques que, pour que cette chalne ait une tension minimale aux extré-
mités, il faut et il suffit que le réel a soit une solution strictement positive de I'équation
(x-1De**~1-x=0.

Dans la suite, on définit sur [0 ; +oo[ la fonction f par f(x) = (x—1)e®* —1—x pour tout réel
x=0.

1. Déterminer la fonction dérivée de la fonction f .

. / _ . / —
Vérifier que f'(0) =—-2 et que xklllm [ (x) =+oc0.
2. Onnote f” lafonction dérivée de f.

Vérifier que, pour tout réel x >0, f”(x) = 4xe®*.

3. Montrer que, sur l'intervalle [0 ; +oo[ la fonction f’ s'annule pour une unique valeur, notée
X0 -

4. (a) Déterminer le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +oo[, puis montrer
que f(x) est négatif pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0 ; xo] .

(b) Calculer f(2).

En déduire que sur l'intervalle [0; +ool, la fonction f s'annule pour une unique valeur.

SiI'on note a cette valeur, déterminer a 1'aide de la calculatrice la valeur de a arrondie au cen-
tieme.

5. On admet sans démonstration que la longueur L de la chaine est donnée par I'expression
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Calculer la longueur de la chalne ayant une tension minimale aux extrémités, en prenant 1,2
comme valeur approchée du nombre a.
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EXERCICE 25 Centres Etrangers 2014

Commun a tous les candidats
Les parties A et B sont indépendantes

Une image numérique en noir et blanc est composée de petits carrés (pixels) dont la couleur va du
blanc au noir en passant par toutes les nuances de gris. Chaque nuance est codée par un réel x de
la fagon suivante :

e x=0 pour le blanc;
e x=1 pour le noir;

e x=0,01;x=0,02 etainsi de suite jusqu'a x = 0,99 par pas de 0,01 pour toutes les nuances
intermédiaires (du clair au foncé).

L'image A, ci-apres, est composée de quatre pixels et donne un échantillon de ces nuances avec
leurs codes.

Un logiciel de retouche d'image utilise des fonctions numériques dites « fonctions de retouche ».
Une fonction f définie sur l'intervalle [0; 1] est dite « fonction de retouche » si elle possede les
quatre propriétés suivantes :

e fO=0;
e fM)=1;
e [ est continue sur l'intervalle [0; 1];
e f estcroissante sur l'intervalle [0; 1].

Une nuance codée x est dite assombrie par la fonction f si f(x) > x, et éclaircie, si f(x) < x.
Ainsi, si f(x) = X2, un pixel de nuance codée 0,2 prendra la nuance codée

0,22=0,04. L'image A sera transformée en 1'image B ci-dessous.

Si f(x) = v/x,lanuance codée 0,2 prendra la nuance codée /0,2 = 0,45 . L'image A sera trans-
formée en 1'image C ci-dessous.

0,20 | 0,40 0,04 | 0,16 0,45 | 0,63
0,60 | 0,80 0,36 | 0,64 0,77 | 0,89
Image A Image B Image C
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Partie A
1. On considere la fonction fi définie sur I'intervalle [0 ; 1] par :

fi(x) = 4x% - 6x% +3x.

(a) Démontrer que la fonction fi est une fonction de retouche.
(b) Résoudre graphiquement l'inéquation fi(x) < x, a l'aide du graphique donné en annexe, a
rendre avec la copie, en faisant apparaitre les pointillés utiles.

Interpréter ce résultat en termes d'éclaircissement ou d'assombrissement.

2. On considere la fonction f, définie sur l'intervalle [0; 1] par :

f2(x)=In[1+(e-1)x].

On admet que f, est une fonction de retouche.

On définit sur l'intervalle [0 ; 1] 1a fonction g par: g(x) = fo(x) —x.

(e-2)—(e—-Dx

Etablir que, tout x de l'intervalle [0; 1]: g'(x) = :
(a) ablir que, pour tout x de l'intervalle [ ]: g'x) T+ e_Dx

(b) Déterminer les variations de la fonction g sur l'intervalle [0; 1].

Démontrer que la fonction g admet un maximum en P maximum dont une valeur arrondie

au centieme est 0,12.

(c) Etablir que I'équation g(x) = 0,05 admet sur l'intervalle [0; 1] deux solutions « et 3, avec
a<f.

On admettra que : 0,08 << 0,09 etque: 0,85<p<0,86.

Partie B

On remarque qu'une modification de nuance n'est perceptible visuellement que si la valeur absolue
de I'écart entre le code de la nuance initiale et le code de la nuance modifiée est supérieure ou égale
a 0,05.
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1. Dans l'algorithme décrit ci-dessous, f désigne une fonction de retouche.

Quel est le role de cet algorithme ?

Variables : X (nuance initiale)
¥ (nuance retouchée)
E (écart)
¢ (compteur)
k
Initialisation : ¢ prend la valeur 0
Traitement : Pour k allant de 0 a 100, faire
x prend la valeur Wko
y prend la valeur f(x)
E prend la valeur |y — x|
Si E > 0,05, faire
¢ prend la valeur ¢+ 1
Fin si
Fin pour
Sortie : Afficher ¢

2. Quelle valeur affichera cet algorithme si on 'applique a la fonction f, définie dans la deuxieéme
question de la partie A ?

Partie C

Dans cette partie, on s'intéresse a des fonctions de retouche f dont 1'effet est d'éclaircir 1'image
dans sa globalité, c'est-a-dire telles que, pour tout réel x de l'intervalle [0; 1], f(x) < x.

On décide de mesurer 1'éclaircissement global de 1'image en calculant I'aire A de la portion de
plan comprise entre 'axe des abscisses, la courbe représentative de la fonction f, et les droites
d'équations respectives x=0 et x=1.

Entre deux fonctions, celle qui aura pour effet d'éclaircir le plus 1'image sera celle correspondant a
la plus petite aire. On désire comparer 'effet des deux fonctions suivantes, dont on admet qu'elles
sont des fonctions de retouche :

Annales 2011-2016 : fonctions

1,0

0,5

0,5 1,0

60
filx)= xe(*-1) fo(x) =4x—-15+ Pt

1. (a) Calculer Ay, .

(b) Calculer Ay,

2. De ces deux fonctions, laquelle a pour effet d'éclaircir le plus 1'image ?

Annexe

Courbe représentative de la fonction f;
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1,0

0,5

0,5

1,0
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EXERCICE 26 Liban 2014

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par

flx)=xe™.
On note C la courbe représentative de f dans un repere orthogonal.
Partie A
1. Onnote f' la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle [0; +ool .

Pour tout réel x de l'intervalle [0 ; +oo[, calculer f'(x).En déduire les variations de la fonction
f sur l'intervalle [0; +oof.

2. Déterminer la limite de la fonction f en +oo. Quelle interprétation graphique peut-on faire
de ce résultat ?

Partie B

Soit A la fonction définie sur l'intervalle [0; +oo[ de la fagon suivante : pour tout réel ¢ de 1'in-
tervalle [0; +ool, A(t) est l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par 1'axe des abscisses, la
courbe C et les droites d'équations x =0 et x=1¢.

1. Déterminer le sens de variation de la fonction A .

2. On admet que l'aire du domaine délimité par la courbe C et I'axe des abscisses est égale a 1
unité d'aire. Que peut-on en déduire pour la fonction 4 ?

3. On cherche a prouver 1'existence d'un nombre réel a tel que la droite d'équation x = a partage
le domaine compris entre 1'axe des abscisses et la courbe C, en deux parties de méme aire, et a
trouver une valeur approchée de ce réel.

. 1 . . .
(a) Démontrer que 1'équation A(t) = 3 admet une unique solution sur I'intervalle [0 ; +oo[

(b) Sur le graphique fourni en annexe (a rendre avec la copie) sont tracées la courbe C, ainsi
que la courbe T' représentant la fonction A.

Sur le graphique de I'annexe, identifier les courbes C et T, puis tracer la droite d'équation y = — .
En déduire une valeur approchée du réel o. Hachurer le domaine correspondant a A(a) .

4. On définit la fonction g sur l'intervalle [0; +oo[ par g(x) =(x+1)e™*.

Annales 2011-2016 : fonctions

(a) Onnote g’ la fonction dérivée de la fonction g sur l'intervalle [0; +ool.
Pour tout réel x de l'intervalle [0; +ool, calculer g’'(x).

(b) En déduire, pour tout réel ¢ de l'intervalle [0; +ool, une expression de .A(%) .

(c) Calculer une valeur approchée 2 1072 pres de A(6).

Annexe a rendre avec la copie

Représentations graphiques des fonctions f et 4

10
09 |
08 -
0,7
06 -
05 -
04 -
03 |
02 - ;
01 | o
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ExERcIcE 27 Métropole septembre 2014 2. D'apres la question précédente, pour tout réel x,

Commun a tous les candidats

_ _ -x? Feon 2 —x2
Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans un repére orthonormé (0;7,7 ), une courbe C et la f(x)=x+1-3xe et [l =1+3(2x"-1)e™™.

droite (AB) ou A et B sont les points de coordonnées respectives (0; 1) et (—1; 3). )
(a) Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle ] —1; 0], f(x) >0.

(b) Démontrer que pour tout réel x inférieur ou égal a —1, f'(x) > 0.

(¢) Démontrer qu'il existe un unique réel ¢ de l'intervalle

3
=3 ; —1] tel que f(c)=0.
. 3 2
Justifier que c<—5 +2.107°.

3. On désigne par A l'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine défini par :

c<x<0 et 0<y<fx).

(a) Ecrire A sous la forme d'une intégrale.

0
(b) On admet que l'intégrale 1= / , f(x)dx est une valeur approchée de A a 1073 pres.

2
Calculer la valeur exacte de l'intégrale I.

On désigne par f la fonction dérivable sur R, dont la courbe représentative est C.
On suppose, de plus, qu'il existe un réel a tel que pour tout réel x,

f)=x+1+ axe™ .
1. (a) Justifier que la courbe C passe par le point A.

(b) Déterminer le coefficient directeur de la droite (AB).

(¢) Démontrer que pour tout réel x,

flm=1-a(2x®-1)e .

(d) On suppose que la droite (AB) est tangente a la courbe C au point A.

Déterminer la valeur du réel a.
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EXERCICE 28 Polynésie 2014

Commun a tous les candidats

Soient f et g les fonctions définies sur R par

fx)=e* et glx)=2eZ-1.
Onnote Cy et Cg les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repere orthogonal.
1. Démontrer que les courbes Cr et Cg ont un point commun d'abscisse 0 et qu'en ce point, elles
ont la méme tangente A dont on déterminera une équation.
2. Etude de la position relative de la courbe Cg et de la droite A

Soit & la fonction définie sur R par h(x) = 2e7 —x—2.

(a) Déterminer la limite de la fonction # en —co.

X
2 X

En déduire la limite de la fonction & en +oco.

z 2
(b) Justifier que, pour tout réel x, h(x) = x (2 -1- —) .

(¢) Onnote k' la fonction dérivée de la fonction h sur R.

Pour tout réel x, calculer h'(x) et étudier le signe de h'(x) suivant les valeurs de x.
(d) Dresser le tableau de variations de la fonction /4 sur IR .
(e) En déduire que, pour tout réel x, 2e? — 1 >x+1.

(f) Que peut-on en déduire quant a la position relative de la courbe Cg et de la droite A ?
3. Etude de la position relative des courbes C retCg
. X 2
(a) Pour tout réel x, développer I'expression (e? - 1) .
(b) Déterminer la position relative des courbes Cy et Cgq .

4. Calculer, en unité d'aire, l'aire du domaine compris entre les courbes C r et C ¢ et les droites
d'équations respectives x =0 et x=1.
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EXERCICE 29 Pondichéry 2014

Commun a tous les candidats

Partie A
f est une fonction définie et dérivable sur IR.. f’ est la fonction dérivée de la fonction f .

Dans le plan muni d'un repére orthogonal, on nomme C; la courbe représentative de la fonction
f et Cy la courbe représentative de la fonction f'.

Le point A de coordonnées (0 ; 2) appartient a la courbe C; .

Le point B de coordonnées (0 ; 1) appartient a la courbe C, .

1. Dans les trois situations ci-dessous, on a dessiné la courbe représentative C; de la fonction f .
Sur I'une d'entre elles, la courbe C de la fonction dérivée f' est tracée convenablement. Laquelle ?
Expliquer le choix effectué.

Situation 1 Situation 2 (C» est une droite)

I
[y

N o ©

I~
//
g P e w©
Lot
Lt

[S2 <)

Co

e W
il LCIG VRN

o

LN
o

[
|
N
=
u
[t
N
1
ar

N =

Situation 3
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2. Déterminer 1'équation réduite de la droite A tangente a la courbe C; en A.

3. On sait que pour tout réel x, f(x) =e ™ *+ax+b ou a et b sont deux nombres réels.

(a) Déterminer la valeur de b en utilisant les renseignements donnés par 1'énoncé.

(b) Prouver que a=2.

4. EBtudier les variations de la fonction f sur R.

5. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.

Partie B

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = f(x) —(x+2).

1. (a) Montrer que la fonction g admet 0 comme minimum sur R.

(b) En déduire la position de la courbe C; par rapport a la droite A.
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La figure 2 ci-dessous représente le logo d'une entreprise. Pour dessiner ce logo, son créateur s'est
servi de la courbe C; et de la droite A, comme l'indique la figure 3 ci-dessous. Afin d'estimer les
colits de peinture, il souhaite déterminer 1'aire de la partie colorée en gris.

G

=1

Le contour du logo est représenté par le trapeze DEFG ot :

- D est le point de coordonnées (-2 ; 0),

- E est le point de coordonnées (2 ; 0),

- F est le point d'abscisse 2 de la courbe Cy,

- G est le point d'abscisse —2 de la courbe C, .

La partie du logo colorée en gris correspond & la surface située entre la droite A, la courbe C; , la
droite d'équation x = —2 et la droite d'équation x=2.

2. Calculer, en unités d'aire, 1'aire de la partie du logo colorée en gris (on donnera la valeur exacte
puis la valeur arrondie 2 1072 du résultat).
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ExErcIcE 30 AmeriqueNordS2015-exo-4.tex 2. On admet que la fonction H définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par
Commun a tous les candidats

H(x) = %[ln(x)]z

Partie A
. . o 1
Soit u la fonction définie sur 10 ; +oo[ par est une primitive de la fonction h définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par h(x) = ﬂ
2
u(x) =In(x) +x-3. Calculer I:fe 2—lnxdx.
1 X
1. Justifier que la fonction u est strictement croissante sur 1'intervalle 10 ; +ool. Interpréter graphiquement ce résultat.

2. Démontrer que 1'équation u(x) =0 admet une unique solution o comprise entre 2 et 3.

3. En déduire le signe de u(x) en fonction de x.

Partie B

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par

fx)= (1 - %) (In(x) —2] +2.

On appelle C la courbe représentative de la fonction f dans un repeére orthogonal.

1. Déterminer la limite de la fonction f en 0.

2. (a) Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle 10 ; +ool, f'(x) = &;) ou u estla
X

fonction définie dans la partie A.

(b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle ]0; +ool.

Partie C

Soit C' 1a courbe d'équation y =In(x).

2-1
1. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle 10 ; +oo[, f(x)—In(x)= ﬂ

En déduire que les courbes C et C' ont un seul point commun dont on déterminera les coordon-
nées.
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ExErcicE 31 Antilles 2015

Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur l'intervalle 10 ; +oo[ par f(x)=Inx.

Pour tout réel a strictement positif, on définit sur 10 ; +oo[ la fonction g, par

8alx) = ax?.

On note C la courbe représentative de la fonction f et I'; celle de la fonction g, dans un repere
du plan. Le but de I'exercice est d'étudier 1'intersection des courbes C et T',; suivant les valeurs du
réel strictement positif a.

Partie A

On a construit en annexe (& rendre avec la copie) les courbes C, T'o0s5, To,1, T'o19 et Toa.

1. Nommer les différentes courbes sur le graphique. Aucune justification n'est demandée.

2. Utiliser le graphique pour émettre une conjecture sur le nombre de points d'intersection de C
et I'; suivant les valeurs (a préciser) du réel a.

Partie B

Pour un réel a strictement positif, on considere la fonction h, définie sur l'intervalle 10 ; +oo[
par

hg(x) =Inx - ax®.

1. Justifier que x est l'abscisse d'un point M appartenant a l'intersection de C et I, si et seule-
ment si h,(x) =0.

2. (a) On admet que la fonction A, est dérivable sur 10 ; +oo[, et on note h/, la dérivée de la
fonction h, sur cet intervalle.
Le tableau de variation de la fonction h, est donné ci-dessous.

Justifier, par le calcul, le signe de hl,(x) pour x appartenanta 10 ; +oo.
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L
x |0 V2a +00
R, (x) + 0 -
—1-In(2a)
2
ha(x) / \
—00

nx

(b) Rappeler la limite de 17 en +oo. En déduire la limite de la fonction h, en +oo.

On ne demande pas de justifier la limite de h, en 0.

3. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose que

a=0,1.

(a) Justifier que, dans l'intervalle ]0 ; \/%7] , I'équation hg 1 (x) =0 admet une unique solution.

On admet que cette équation a aussi une seule solution dans l'intervalle ] \/%7 ; +oo[ .

(b) Quel est le nombre de points d'intersection de C et I'g; ?

4. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose que

=41
a=s;.

(a) Déterminer la valeur du maximumde /1 .

2e

(b) En déduire le nombre de points d'intersection des courbes C et T’ L Justifier.

5. Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles C et ', n'ont aucun point d'intersection ?

Justifier.

ANNEXE a rendre avec la copie
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EXERCcICE 32 Centres Etrangers 2015

Candidats n'ayant pas choisi I'enseignement de spécialité
Les parties A et B sont indépendantes

Le fabricant de cadenas de la marque « K » désire imprimer un logo pour son entreprise.

Ce logo a la forme d'une lettre majuscule K stylisée, inscrite dans un carré ABCD, de c6té une
unité de longueur, et respectant les conditions C1 et C2 suivantes :

o Condition C1 : la lettre K doit étre constituée de trois lignes :

o une des lignes est le segment [AD] ;
o une deuxieme ligne a pour extrémités le point A et un point E du segment [DC] ;

o la troisiéme ligne a pour extrémité le point B et un point G situé sur la deuxiéme ligne.

» Condition C2 : 1'aire de chacune des trois surfaces délimitées par les trois lignes dessinées dans
le carré doit étre comprise entre 0,3 et 0,4, I'unité d'aire étant celle du carré. Ces aires sont notées
r, s, t surles figures ci-apres.

Un atelier de design propose deux dessins possibles, représentés ci-dessous :

D E C D E C

Proposition A Proposition B

Pour mener les études qui suivent, on se place dans le repére orthonormé (A ; AB, AD ) .

Partie A : étude de la proposition A

Annales 2011-2016 : fonctions

.. - .. . 1
Dans cette proposition les trois lignes sont des segments et les trois aires sont égales : r = s =t = 3

Déterminer les coordonnées des points E et G.
Partie B : étude de la proposition B

Cette proposition est caractérisée par les deux modalités suivantes :

o la ligne d'extrémités A et E est une portion de la représentation graphique de la fonction f
définie pour tout réel x >0 par: f(x) =ln(2x+1) ;

o la ligne d'extrémités B et G est une portion de la représentation graphique de la fonction g

. z - x N z el M 2z M z
définie pour tout réel x>0 par: g(x) =k (—) ,ou k estun réel positif qui sera déterminé.
X

1. (a) Déterminer l'abscisse du point E.
(b) Déterminer la valeur du réel k, sachant que I'abscisse du point G est égale a 0,5.
2. (a) Démontrer que la fonction f admet pour primitive la fonction F définie pour tout réel

x =0 par:

F(x)=(x+0,5) xIn2x+1) — x.
, e
(b) Démontrer que r = 3~ 1.
3. Déterminer une primitive G de la fonction g sur l'intervalle ]0 : +oof.
4. On admet que les résultats précédents permettent d'établir que

s=[n@2)?+ ln(z%

La proposition B remplit-elle les conditions imposées par le fabricant ?
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Exercice 33 ((&nection ) Liban 2015

On considere la courbe C d'équation y =e*, tracée ci-dessous.

\

w
.

[\

—

D

O
1§

[\

Pour tout réel m strictement positif, on note D,,, la droite d'équation y = mx.

1. Dans cette question, on choisit m =e.

Démontrer que la droite D, , d'équation y =ex, est tangente a la courbe C en son point d'abscisse
1.

2. Conjecturer, selon les valeurs prises par le réel strictement positif 7, le nombre de points
d'intersection de la courbe C et de la droite D, .

3. Démontrer cette conjecture.
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EXERCICE 34 Meétropole 2015

Commun a tous les candidats

os]
I I

7
1

7
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o

I

rrr T T T T T T T T T T T Y T T

Une municipalité a décidé d'installer un mo-
dule de skateboard dans un parc de la com-
mune.

Le dessin ci-contre en fournit une perspec-
tive cavaliere. Les quadrilateres OAD'D,
DD’ C'C, et OAB’ B sont des rectangles.
Le plan de face (OBD) est muni d'un repere
orthonormé (O, 1, J).

L'unité est le metre. La largeur du module
est de 10 metres, autrement dit, DD’ = 10,

sa longueur OD est de 20 metres.

Le but dit probléeme est de déterminer I'aire des différentes surfaces a peindre.

Le profil du module de skateboard a été modélisé a partir d'une photo par la fonction f définie
sur l'intervalle [0 ; 20] par

f=x+DIn(x+1)-3x+7.

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f et C la courbe représentative de la fonction f
dans le repere (O, 1, J).
Partie 1

1. Montrer que pour tout réel x appartenant a I'in-
tervalle [0;20],ona f'(x) =In(x+1)—2. .

2. En déduire les variations de f sur l'intervalle
[0 20] et dresser son tableau de variation. |

3. Calculer le coefficient directeur de la tangente a
la courbe C au point d'abscisse 0. J

La valeur absolue de ce coefficient est appelée 1'in-
clinaison du module de skateboard au point B.

4. On admet que la fonction g définie sur l'intervalle [0 ; 20] par

(0= 2 (et DPIn(r+ 1) = 2o — 2 x
8975 47 2
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a pour dérivée la fonction g’ définie sur l'intervalle [0; 20] par g'(x) = (x+ 1)In(x+1).
Déterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0 ; 20].

Partie 2

Les trois questions de cette partie sont indépendantes

1. Les propositions suivantes sont-elles exactes ? Justifier les réponses.

P :La différence de hauteur entre le point le plus haut et le point le plus bas de la piste est au
moins égale a 8§ metres.

P, : L'inclinaison de la piste est presque deux fois plus grande en B qu'en C.

2. On souhaite recouvrir les quatre faces latérales de ce module d'une couche de peinture rouge.
La peinture utilisée permet de couvrir une surface de 5 m? par litre.

Déterminer, a 1 litre pres, le nombre minimum de litres de peinture nécessaires.

3.

On souhaite peindre en noir la piste roulante,
autrement dit la surface supérieure du module.
Afin de déterminer une valeur approchée de
l'aire de la partie a peindre, on considere dans
le repere (O, I, J) du plan de face, les points
Bi(k; f(k)) pour k variant de O a 20.

Ainsi, By = B.

On décide d'approcher 1'arc de la courbe C allant de By a By, par le segment [B Bkl

Ainsi 'aire de la surface a peindre sera approchée par la somme des aires des rectangles du type

ByBj+1B, Bk (voir figure).

(a) Montrer que pour tout entier k variantde 0 a 19,

BiBrar = \/ 1+ (fk+1) - £

(b) Compléter I'algorithme suivant pour qu'il affiche une estimation de 1'aire de la partie roulante.
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Variables S :réel

K : entier
Fonction f @ définie par f(x) = (x+DIn(x+1)-3x+7
Traitement | S prend pour valeur 0

Pour K variantde ... a ...

S prend pour valeur ......

Fin Pour

Sortie Afficher ...
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EXERcICE 35
Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie sur 10 ; +oo[ par

Métropole septembre 2015

1
f(x)—;(1+lnx)
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(a) Déterminer une valeur approchée de 1'aire du domaine du plan délimité par les droites D et
A, par la courbe Cy et par l'axe des abscisses.

(b) Peut-on déterminer la valeur exacte de cette aire ?

1. Dans les trois situations suivantes, on a dessiné, dans un repere orthonormé, la courbe représen-
tative C r de la fonction f et une courbe Cr . Dans une seule situation, la courbe Cr est la courbe
représentative d'une primitive F de la fonction f . Laquelle ? Justifier la réponse.

1,5
1,0

0,5

0,5

Situation 1

Situation 2

\ o
1,5 7
\ Ce yar
T ———— J 1’0 e f
K '\\\ / '\\\
/ 0,5
«f [ v
0
[05 1 2,0 25(73 3 \19 1,0 1,5 20 25 30 3
1 E 0,5 b
Situation 3
1,5
1,0 — Cy
/ \\
0,5 / y
/ F
K L
0
1,0 1 20 25 30 3
0,5 1 \

2. Dans la situation retenue a la question 1, on appelle :

o Kle point d'intersection de la courbe Cy et de l'axe des abscisses et D la droite passant par

K et parallele a I'axe des ordonnées ;

o L le point d'intersection de Cg et de 'axe des abscisses, ayant une abscisse supérieure a

et A la droite passant par L et parallele a 1'axe des ordonnées.

N =
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EXERCICE 36 Polynésie 2015

Commun a tous les candidats

Le directeur d'un zoo souhaite faire construire un toboggan pour les pandas. Il réalise le schéma 3

suivant de ce toboggan en perspective cavaliere.

Voici ce schéma :

Partie A Modélisation

Le profil de ce toboggan est modélisé par la courbe C représentant la fonction f définie sur 1'in-

tervalle [1 ; 8] par

f(x)=(ax+b)e™™ ou aet bsont deux entiers naturels.

La courbe C est tracée ci-dessous dans un repere orthonormé dont I'unité est le metre.

Annales 2011-2016 : fonctions

D

1. On souhaite que la tangente a la courbe C en son point d'abscisse 1 soit horizontale.

Déterminer la valeur de 1'entier b.

2. On souhaite que le haut du toboggan soit situé entre 3,5 et 4 metres de haut.

Déterminer la valeur de l'entier a.

Partie B Un aménagement pour les visiteurs

On admet dans la suite que la fonction f introduite dans la partie A est définie pour tout réel

x€([l; 8] par

f(x)=10xe™".

Le mur de souténement du toboggan sera peint par un artiste sur une seule face, hachurée sur le
schéma en début d'exercice. Sur le devis qu'il propose, celui-ci demande un forfait de 300 euros

augmenté de 50 euros par metre carré peint.

1. Soit g la fonction définie sur [1 ; 8] par

g(x) =10(-x—1e™ ™.

Déterminer la fonction dérivée de la fonction g .
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2. Quel est le montant du devis de 1'artiste ?

Partie C Une contrainte a vérifier

Des raisons de sécurité imposent de limiter la pente maximale du toboggan.

On consideére un point M de la courbe C, d'abscisse différente de 1. On appelle o I'angle aigu
formé par la tangente en M a C et l'axe des abscisses.

La figure suivante illustre la situation.

Les contraintes imposent que 'angle o soit inférieur a 55 degrés.

1. Onnote f' la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle [1 ; 8]. On admet que, pour tout
x de l'intervalle [1; 8], f'(x) =101 —x)e™*.

Etudier les variations de la fonction f' sur l'intervalle [1; 8].

2. Soit x un réel de l'intervalle ]1; 8] et soit M le point d'abscisse x de la courbe C. Justifier
que tana = |f'(x)].

3. Le toboggan est-il conforme aux contraintes imposées ?
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EXERCICE 37 Pondichéry 2015 1. Justifier que la fonction £ est positive sur R.

Commun a tous les candidats ) ) ) 3
2. On désigne par H la fonction définie sur R par H(x) = ~5 In(1+e2).

Partie A B .
Démontrer que H est une primitive de & sur R.

Soit f la fonction définie sur R par
3. Soit a un réel strictement positif.

a
(a) Donner une interprétation graphique de l'intégrale f h(x)dx.
Sur le graphique ci-aprés, on a tracé, dans un repere orthogonal (0;7,7 ), la courbe représentative 0
C de la fonction f etla droite A d'équation y=3.

a 3 2
(b) Démontrer que j{; h(x)dngln(m).

(¢) Onnote D l'ensemble des points M(x ; y) du plan défini par

A X = 0
fx) <y <3

Déterminer 1'aire, en unité d'aire, du domaine D .

[§ ]

1. Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur R .
2. Justifier que la droite A est asymptote a la courbe C.

3. Démontrer que I'équation f(x) =2,999 admet une unique solution a sur R.

Déterminer un encadrement de o d'amplitude 1072 .

Partie B

Soit £ la fonction définie sur R par h(x) =3 - f(x).
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ExERrcicE 38 Amerique du Nord 2016
2
Commun a tous les candidats
1 Terrain
Un particulier veut faire fabriquer un récupéra-
teur d'eau.
Ce récupérateur d'eau est une cuve qui doit res- T
pecter le cahier des charges suivant : 1
A . . S5m
o elle doit étre située a deux metres de sa mai- .
Partie A
son;
\ L'objectif de cette partie est d'évaluer le volume de la cuve.
¢ la profondeur maximale doit étre de deux
N . /
metres ; 1. Justifier que les points B et I appartiennent a la courbe Cy et que 1'axe des abscisses est tangent
e elle doit mesurer cinq métres de long ; ala courbe Cy au point I.
« elle doit épouser la pente naturelle du ter- 2. Onnote 7 la tangente a la courbe Cy au point B, et D le point d'intersection de la droite 7
rain. avec 'axe des abscisses.
Cette cuve est schématisée ci-contre. (a) Déterminer une équation de la droite 7 et en déduire les coordonnées de D.

(b) Onappelle S I'aire du domaine délimité par la courbe Cy, les droites d'équations y =2, x =2

La partie incurvée est modélisée par la courbe Cy de la fonction f sur l'intervalle [2 ; 2¢] définie et x=2¢.

ar :
P S peut étre encadrée par l'aire du triangle ABI et celle du trapeze AIDB.

Quel encadrement du volume de la cuve peut-on en déduire ?
X
f(@) =xIn (5) —x+2. 3. (a) Montrer que, sur l'intervalle [2 ; 2e], la fonction G définie par

2 2
Gx) = x—ln(f) -
La courbe C est représentée ci-dessous dans un repere orthonormé d'unité 1 m et constitue une 2 2 4

vue de profil de la cuve. X
est une primitive de la fonction g définie par g(x) = xIn (5) .

On considere les points A(2; 2), I(2; 0) et B(2e; 2). (b) En déduire une primitive F de la fonction f sur l'intervalle [2 ; 2e].
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(¢) Déterminer la valeur exacte de l'aire S et en déduire une valeur approchée du volume V de
la cuve au m3 pres.

Partie B
Pour tout réel x compris entre 2 et 2e, on note

v(x) le volume d'eau, exprimé en m?3, se trou- 37T
vant dans la cuve lorsque la hauteur d'eau dans la

cuve est égale & f(x). 2+
On admet que, pour tout réel x de l'intervalle

[2; 2e], Fx) L

2

u(x)=5[%zln(g)—mn(g)—%ﬂx—s. 7 3 4 <5

1. Quel volume d'eau, au m3 pres, y a-t-il dans la cuve lorsque la hauteur d'eau dans la cuve est
de un metre ?

2. On rappelle que V est le volume total de la cuve, f est la fonction définie en début d'exercice
et v la fonction définie dans la partie B.

Variables : a est un réel
b est un réel
Traitement :  a prend la valeur 2
b prend la valeur 2 e
Tant que v(b) — v(a) > 1073 faire :
¢ prend la valeur (a+ b)/2
Si v(c) <V/2,alors :
‘ a prend la valeur ¢
Sinon
‘ b prend la valeur ¢
Fin Si
Fin Tant que
Sortie : Afficher f(c)

On considere I'algorithme ci-
contre.

Interpréter le résultat que cet
algorithme permet d'afficher.

Exercice 3 3 points
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ExERcICcE 39 AmeriqueSudS2016-exo-1.tex

Commun a tous les candidats

Les courbes Cy et Cg données en annexe 1 sont les représentations graphiques, dans un repere
orthonormé (0;7,7 ), de deux fonctions f et g définies sur [0 ; +ool.

On considere les points A(0,5; 1) et B(0; —1) dans le repere (0;7,7).

On sait que O appartient a Cy et que la droite (OA) est tangente a Cy au point O.

. . 2
1. On suppose que la fonction f s'écrit sous la forme f(x) = (ax+ b)e™ ou a et b sont des
réels. Déterminer les valeurs exactes des réels a et b, en détaillant la démarche.

Désormais, on considére que f(x) = 2xe %" pour tout x appartenant a [0; +oo|

. .. 2 x2
2. (a) On admettra que, pour tout réel x strictement positif, f(x)=— x — .
X

e¥’
Calculer lim f(x).
X—+00
(b) Dresser, en le justifiant, le tableau de variations de la fonction f sur [0; +oo.

3. Lafonction g dont la courbe représentative Cg passe par le point B (0; —1) est une primitive
de la fonction f sur [0; +ool.

(a) Déterminer l'expression de g(x) .
(b) Soit m un réel strictement positif.

m
Calculer I,, = f f(#)dt en fonction de m.
0
(¢) Déterminer lim I,,.
m—+oo

4. (a) Justifier que f est une fonction densité de probabilité sur [0 ; +ool.

(b) Soit X une variable aléatoire continue qui admet la fonction f comme densité de probabilité.
Justifier que, pour tout réel x de [0; +ool,

PX<x)=g(x)+1.
(¢) En déduire la valeur exacte du réel a tel que PX <) =0,5.

(d) Sans utiliser une valeur approchée de o, construire dans le repere de I'annexe 1 le point de
coordonnées (a; 0) en laissant apparents les traits de construction.

Hachurer ensuite la région du plan correspondant a PX < o) .

Annexe 1 :

Annales 2011-2016 : fonctions

Page 52




TS

ExERcICE 40 Antilles 2016

Commun a tous les candidats
Partie A

On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = xe

1. Calculer la limite de la fonction f en +oo.
Indication : on pourra utiliser que pour tout réel x différent de 0,

On admettra que la limite de la fonction f en —oo est égale a 0.

2. (a) Onadmet que f est dérivable sur R et on note f' sa dérivée.

Démontrer que pour tout réel x,
2

)= (1-2x*)e! ™.

(b) En déduire le tableau de variations de la fonction f.

Partie B

On considere la fonction g définie pour tout réel x par g(x)=e!™*.

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé dans un repere les courbes représentatives Cy et Cq res-

pectivement des fonctions f et g.

1-x?

Annales 2011-2016 : fonctions

2,5

2,0 1

1,5 4 Cg

1,0

0,5 1

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Cr
'1,0 4

-15
Le but de cette partie est d'étudier la position relative de ces deux courbes.

1. Apres observation du graphique, quelle conjecture peut-on émettre ?
2. Justifier que, pour tout réel x appartenanta | —oo; 0], f(x) < g(x).

3. Dans cette question, on se place dans l'intervalle ]0 ; +oof.
On pose, pour tout réel x strictement positif, ®(x) =Inx— x>+ x.

(a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif,
f(x) < g(x) équivaut a d(x) < 0.

On admet pour la suite que f(x) = g(x) équivauta ®(x)=0.

(b) On admet que la fonction @ est dérivable sur 10 ; +oo[. Dresser le tableau de variation de la
fonction ®@. (Les limites en 0 et +co ne sont pas attendues.)

(¢) En déduire que, pour tout réel x strictement positif, ®(x) <O0.
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4. (a) La conjecture émise a la question 1. de la partie B est-elle valide ?
(b) Montrer que Cy et Cg ont un unique point commun, noté A.

(c) Montrer qu'en ce point A, ces deux courbes ont la méme tangente.
Partie C

1. Trouver une primitive F de la fonction f sur R.

1
2. En déduire la valeur de f

_ _ 42
(el X xel™* )dx.
0

3. Interpréter graphiquement ce résultat.
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ExErcice 41 - Antilles septembre 2016 3. Proposer, a l'aide du graphique et en expliquant la démarche, un encadrement de u4 d'ampli-
Commun 2a tous les candidats tude 0,05.

Le plan est muni d'un repére orthonormal (0;7,7).

Pour tout entier naturel 7, on considere la fonction f,, définie et dérivable sur 1'ensemble des

nombres réels IR par Partie B - Etude théorique

e—(n—l)x

fn(x) =

I1+e* ~
. ) . R . 1. Montrer que up =1In(14<).
On désigne par C,, la courbe représentative de f;, dans le repere (0;7,7).

On a représenté ci-dessous les courbes C,, pour différentes valeurs de r.

. . o . 2. Montrer que up+ u; =1 puis en déduire u; .
Soit la suite (u,,) définie pour tout entier naturel 7 par : q o P !

3. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, >0.

1
un:fo fn(x)dx.

4. On pose pour tout entier naturel n et pour tout x réel, d, (x) = f4+1(x) — frn(x).

Il
\\ ‘7\ /// X
\\ ¢ c ///, (a) Montrer que, pour tout nombre réel x,d,(x) =e™"** % .
0
\ P
~—— // (b) Etudier le signe de la fonction d,, sur l'intervalle [0; 1].
/ \\ Cl
4 V\\ 5. En déduire que la suite (u,) est convergente.
\
’ \ @\ \\\ 6. On note ¢ la limite de la suite (u,,) .
—
2 AN S~
4
) \ \\\ \\ (a) Montrer que, pour tout entier 7 supérieur ouégala l,ona:
L \ T~ ‘\ ——
Uso \ Cro \\\\\\\~ n
6 1-e”
Up+ Upsl =
-01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0 11 e n
Partie A - Ftude graphique (b) En déduire la valeur de €.
(¢) On souhaite construire un algorithme qui affiche la valeur de uy pour un entier naturel N
1. Donner une interprétation graphique de u,, . non nul donné.
2. Quelles conjectures peut-on faire concernant les variations et la convergence de la suite (u,) ? Recopier et compléter les quatre lignes de la partie Traitement de 1'algorithme suivant.

Page 55



TS

Entrée :
Variables :

Initialisation :

Traitement :

Sortie :

N est un entier naturel non nul

U est un nombre réel

K est un entier naturel

Affecter 1 a K

Affecter 1 —ln(%) au

Demander a I'utilisateur la valeur de N
Tant que K< N

Affecter ......... au
Affecter ......... ak
Fin Tant que
Afficher U
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EXERCICE 42 Asie 2016

Commun a tous les candidats

Soit a un nombre réel compris entre 0 et 1. On note f,; la fonction définie sur R par :

fa(x) = ae™ + a.

On note I(a) l'intégrale de la fonction f, entre Oet 1 :

1
I(a) =f0 fa(x)dx.

1. On pose dans cette question a = 0. Déterminer 1(0) .

2. On pose dans cette question a=1.

On étudie donc la fonction f; définie sur IR par :

filkx)=e*+1.

(a) Sans étude, représenter graphiquement sur la copie la fonction f; dans un repere orthogonal
et faire apparaitre le nombre I(1).

(b) Calculer la valeur exacte de 1(1), puis arrondir au dixieme.

3. Existe-il une valeur de a pour laquelle I(a) est égale a2 ?

Si oui, en donner un encadrement d'amplitude 1072.
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ExERrciIcE 43 Centres Etrangers 2016
Soit f une fonction définie sur l'intervalle
[0 ; 1], continue et positive sur cet intervalle,
et a uneréeltelque 0<a<1.

A

On note :

o ¢ lacourbe représentative de la fonction &,
f dans un repere orthogonal :

o @ l'aire du domaine plan limité par I'axe
des abscisses et la courbe 4" d'une part,
les droites d'équations x =0 et x = a

d'autre part.
a2y

o o/ l'aire du domaine plan limité par 1'axe

les droites d'équations x = a et x =1

Annales 2011-2016 : fonctions

3. Dans cette question, on envisage deux autres fonctions particulieres.

(a) Lafonction f est définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x) =e*.
Vérifier que la condition (E) est vérifiée pour un unique réel a et donner sa valeur.
(b) La fonction f définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x)=

(x+2)2°

. 2 .
Vérifier que la valeur a = 5 convient.

Partie B : Utilisation d'une suite pour déterminer une valeur approchée de a

Dans cette partie, on consideére la fonction f définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x) =4-3x>.

1. Démontrer que si a est un réel satisfaisant la condition (E), alors a est solution de 1'équation :

X B 3

I
I
I
I
I
I
I
I
I
des abscisses et la courbe 4" d'une part, I
I
|
a

d'autre part.

Le but de cet exercice est de déterminer, pour différentes fonctions f, une valeur du réel a véri-
fiant la condition (E) : «les aires @7 et <% sont égales ».
On admet 1'existence d'un tel réel a pour chacune des fonctions considérées.

Partie A : Etude de quelques exemples

1. Vérifier que dans les cas suivants, la condition (E) est remplie pour un unique réel a et déter-
miner sa valeur.

(a) f estune fonction constante strictement positive.

(b) f estdéfiniesur [0; 1] par f(x)=x.

2. (a) A l'aide d'intégrales, exprimer, en unités d'aires, les aires .« et <% .

(b) On note F une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0; 1].
. . . e .. F(0) +F(1)
Démontrer que si le réel a satisfait la condition (E), alors F(a) = —

La réciproque est-elle vraie ?

> Xx="+=.
4 8

Dans la suite de I'exercice, on admettra que cette équation a une unique solution dans 1'intervalle
[0; 1]. On note a cette solution.

3
3
2. On considere la fonction g définie pour tout réel x de [0; 1] par g(x) = xz + 3 et la suite

(u,,) définie par : ug =0 et, pour tout entier naturel n, u,+1 =g WUy,).

(a) Calculer u; .
(b) Démontrer que la fonction g est croissante sur l'intervalle [0 ; 1].
(¢) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona 0 < u, < Uy < 1.

(d) Prouver que la suite (u,) est convergente.

A T'aide des opérations sur les limites, prouver que la limite est a.

(e) On admet que le réel a vérifie I'inégalité 0 < a—u;o <1072, Calculer u1p 2 108 pres.
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ExERcicE 44 Liban 2016

Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 1] par :

fx) =

1+el=x
Partie A 0,8 -

1. Etudier le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0; 1]. 06

X

2. Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle [0; 1], f(x) = (on rappelle que e=e').

e‘+e

1 0,4

3. Montrer alors que f f(x)dx=In(2)+1-In(1+e).
0

Partie B 0,2 «//
/// Cs

Soit 7 un entier naturel. On considere les fonctions f, définies sur [0; 1] par :

1
e — 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
fnX) 1+ nel=—*

On note C, la courbe représentative de la fonction f,, dans le plan muni d'un repére orthonormé.
On considere la suite de terme général

1
un:fo fn(x)dx.

1. On a tracé en annexe les courbes représentatives des fonctions f;, pour n variant de 1 a 5.
Compléter le graphique en tracant la courbe Cy représentative de la fonction fq .

2. Soit n un entier naturel, interpréter graphiquement u, et préciser la valeur de uy .

3. Quelle conjecture peut-on émettre quant au sens de variation de la suite (u,) ?

Démontrer cette conjecture.

4. La suite (u;) admet-elle une limite ?

Annexe
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EXERcCICE 45 Métropole 2016 1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, appartienta [0; 1].
Pour les candidats n'ayant pas suivi 1'enseignement de spécialité

2. Etudier les variations de la suite (uy) .

Partie A )
3. Montrer que la suite (u,,) est convergente.
Soit f la fonction définie sur R par

4. On note ¢ sa limite, et on admet que ¢ vérifie I'égalité f(€) = €. En déduire la valeur de €.
f)=x-In(x*+1).

1. Résoudre dans R I'équation : f(x) =x.

2. Justifier tous les éléments du tableau de variations ci-dessous a l'exception de la limite de la
fonction f en +oco que l'on admet.

X —00 1 +00
' + 0 +
+00
fx)
-0

3. Montrer que, pour tout réel x appartenanta [0; 1], f(x) appartienta [0; 1].

4. On considere I'algorithme suivant :

Variables N et A des entiers naturels ;

Entrée Saisir la valeur de A

Traitement | N prend la valeur 0

Tant que N-In(N®+1) <A
N prend la valeur N + 1

Fin tant que

Sortie Afficher N

(a) Que fait cet algorithme ?

(b) Déterminer la valeur N fournie par l'algorithme lorsque la valeur saisie pour A est 100.

Partie B

Soit (u,) la suite définie par up =1 et, pour tout entier naturel n, u,4+; = u, —In (u,% + 1) .
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EXERCICE 46 Métropole 2016

Commun a tous les candidats

Lors d'un match de rugby, un joueur

. o Terrain vu de dessus
doittransformer un essai qui a été mar-

qué aupoint E (voir figure ci-contre) si-

tué al'extérieur du segment [AB]. La

transformation consiste a taper le bal- o §
lonpar un coup de pied depuis un point %‘ 8
T quele joueur a le droit de choisir }2:\ 2 13
n'importe ousur le segment [EM] per- \\\\ gb £
pendiculaire 2 ladroite (AB) sauf en E. N N a g
La transformationest réussie si le bal- \ T

lon passe entre lespoteaux repérés par E %‘: ______ M

les points A et B sur lafigure.

Pour maximiser ses chances de réussite, le joueur tente de déterminer la position du point T qui
rend l'angle ATB le plus grand possible. Le but de cet exercice est donc de rechercher s'il existe

une position du point T sur le segment [EM] pour laquelle 1'angle ATB est maximum et, si c'est
le cas, de déterminer une valeur approchée de cet angle. Dans toute la suite, on note x la longueur
ET, qu'on cherche a déterminer.

Les dimensions du terrain sont les suivantes : EM = 50 m, EA =25 m et AB = 5,6 m . On note
o la mesure en radian de 1'angle ETA, B la mesure en radian de 'angle ETB et vy la mesure en
radian de I'angle ATB.

1. En utilisant les triangles rectangles ETA et ETB ainsi que les longueurs fournies, exprimer
. ) e . Ll
tana et tanf en fonction de x. La fonction tangente est définie sur l'intervalle ]0 ; E[ par

sinx

. . . . n
2. Montrer que la fonction tan est strictement croissante sur l'intervalle ]0 b5 [ .

= . s . Lo
3. L'angle ATB admet une mesure y appartenant a l'intervalle ]0 ; 2 [, résultat admis ici, que
I'on peut observer sur la figure.

bl
On admet que, pour tous réels a et b de l'intervalle ]0 ; 5 [ ,

tana—tanb 5,6x
tan(a—b) = .Montrer que tany = ———.
x%2 +765

l+tanaxtanb
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4. L'angle ATB est maximum lorsque sa mesure Yy est maximale. Montrer que cela correspond
765
a un minimum sur l'intervalle ]O ; 50] de la fonction f définie par : f(x) = x+ — .Montrer qu'il
X

existe une unique valeur de x pour laquelle l'angle ATB est maximum et déterminer cette valeur
de x au metre pres ainsi qu'une mesure de 'angle ATB a 0,01 radian pres.
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EXERcICE 47 Métropole septembre 2016

Commun a tous les candidats

Un hélicoptere est en vol stationnaire au-dessus d'une plaine. Un passager lache verticalement un
colis muni d'un parachute.

Partie 1
Soit vy la fonction définie sur [0; +oo[ par :

60,3t -1

vl(t)=5>< m

1. Déterminer le sens de variation de la fonction v, .

2. On suppose, dans cette question, que le parachute fonctionne correctement. On admet que ¢
secondes apres qu'il a été 1aché, la vitesse du colis (exprimée en m.s ~! ) est égale, avant d'atteindre
le sol, a vi(t).

On considere que le colis arrive en bon état sur le sol si sa vitesse A 1'arrivée n'excéde pas 6 m.s ~! .

Le colis risque-t-il d'étre endommagé lorsque le parachute s'ouvre correctement ? Justifier.

Partie 2

On suppose, dans cette partie, que le parachute ne s'ouvre pas.
On admet que, dans ce cas, avant que le colis atteigne le sol, sa vitesse (exprimée en m.s ~1), ¢
secondes apres avoir été 1laché par le passager, est donnée par :

va(8) =32,7(1-e%3).

1. Quelle est la vitesse, exprimée en m.s -1 atteinte par le colis au bout de 10 secondes ? Arrondir

20,1 ms™1.

2. Résoudre 1'équation v (f) = 30 m.s -1 Donner une interprétation concrete de la solution de
cette équation dans le cadre de cet exercice.
3. On sait que la chute du colis dure 20 secondes.

On admet que la distance, en metres, qui sépare 1'hélicoptere du colis, T secondes apres avoir été
laché par le passager, est donnée par :
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T
d(T) =f v () dt.
0
(a) Montrer que, pour tout réel T de l'intervalle [0 ; 20],
d(T) =109 (e %" +0,3T-1).

(b) Déterminer une valeur approchée a 1 m pres de la distance parcourue par le colis lorsqu'il
atteint le sol.

4. Déterminer un encadrement d'amplitude 0,1 s du temps mis par le colis pour atteindre le sol
si on 1'avait laché d'une hauteur de 700 metres.
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EXERCICE 48 Nouvelle Calédonie 2017

Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie et dérivable sur [0 ; +oo[ par

f(x)=xe™™

etonnote Cy sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

Partie A

1. Justifier toutes les informations du tableau de variations de f donné ci-dessous.

|~

fx

2. Soit F la fonction définie et dérivable sur [0 ; +oo[ par

F(x)=(-x—-1De™ .

Démontrer que la fonction F est une primitive de f sur [0; +oof.

Partie B

Soit a un nombre réel tel que 0 < a < 1. On considere la droite D, d'équation y =ax et M le
point d'intersection de la droite D, avec la courbe Cy. On note xy 1'abscisse du point M.

On note H(a) l'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine hachuré sur le graphique ci-dessous,
c'est-a-dire du domaine situé sous la courbe C; au-dessus de la droite D, et entre les droites
d'équation x =0 et x=xp -

Le but de cette partie est d'établir I'existence et 1'unicité de la valeur de a telle que H(a) =0,5
puis d'étudier un algorithme.
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1. Prouver que la droite D, et la courbe Cy ont un unique point d'intersection M distinct de
l'origine.

On admet dans la suite de I'exercice que le point M a pour abscisse xp = —Ina et que la courbe
C rest située au-dessus de la droite D, sur l'intervalle [0; —In(a)].

2. Montrer que H(a) = aln(a) - 3a(n(@)*+1-a.

3. Soit la fonction H définie sur ]0; 1] par H(x) = xIn(x) - 3x(In(x))? + 1 - x.

On admet que H est dérivable sur ]O; 1] et que son tableau de variations correspond a celui qui
est proposé ci-dessous.

X 0 1

1
H (x) \
0

Justifier qu'il existe un unique réel a€]0; 1] tel que H(a) =0,5.

4. On considere 1'algorithme présenté ci-dessous.
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VARIABLES :

TRAITEMENT :

SORTIE :

INITTALISATION :

A, B et C sont des nombres ;
p est un entier naturel.
Demander la valeur de p
A prend la valeur 0
B prend la valeur 1
Tant que B—A> 1077
C prend la valeur (A +B)/2
Si H(C) > 0,5
Alors A prend la valeur de C
Sinon B prend la valeur de C
Fin de la boucle Si
Fin de la boucle Tant que
Afficher A et B.

Que représentent les valeurs A et B affichées en sortie de cet algorithme ?

5. Donner un encadrement d'amplitude 0,01 de «.
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ExERrcICE 49 - Nouvelle Calédonie novembre 2016 5. Calculer, en unités d'aire, une valeur arrondie a 0,01 pres de 1'aire du domaine compris entre
Commun a tous les candidats les courbes C et C'.

On utilisera les valeurs arrondies & 0,001 pres suivantes : a= 0,112 et

B ~3,577.

On considere la fonction f définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +oo[ par

flx)=xe™*-0,1.
6. Sachant que I'on peut disposer 36 plants de tulipes par metre carré, calculer le nombre de plants

1. Déterminer la limite de f en +oco. de tulipes nécessaire a la réalisation de ce massif.
2. Etudier les variations de f sur [0; +oo[ et dresser le tableau de variations.

3. Démontrer que I'équation f(x) =0 admet une unique solution notée « sur l'intervalle [0; 1].

On admet 'existence du nombre réel strictement positif f tel que a<p et f(f) =0.

On note C la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [« ; B] dans un repere ortho-
gonal et C' la courbe symétrique de C par rapport a I'axe des abscisses.

L'unité sur chaque axe représente 5 metres.

Ces courbes sont utilisées pour délimiter un massif floral en forme de flamme de bougie sur lequel

seront plantées des tulipes.
0,4 %

0,3

0,2 I~

0,1

\\
/
/
/

0

P

\ p
_0,1 \ =

-0,2

-0,3

4. Démontrer que la fonction F, définie sur l'intervalle [a; B] par

Fx)=—(x+1e *-0,1x

est une primitive de la fonction f sur l'intervalle [o; ] .
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EXERcICE 50 Polynésie 2016

Commun a tous les candidats

Partie A

Voici deux courbes C; et Cy qui donnent pour deux personnes P; et P, de corpulences différentes
la concentration C d'alcool dans le sang (taux d'alcoolémie) en fonction du temps ¢ apres inges-
tion de la méme quantité d'alcool. L'instant ¢ = 0 correspond au moment ou les deux individus
ingerent I'alcool.

C est exprimée en gramme par litre et ¢ en heure.

Définition : La corpulence est le nom scientifique correspondant au volume du corps

1. La fonction C est définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ et on note C' sa fonction dérivée. A un
instant ¢ positif ou nul, la vitesse d'apparition d'alcool dans le sang est donnée par C'(¢).

A quel instant cette vitesse est-elle maximale ?

On dit souvent qu'une personne de faible corpulence subit plus vite les effets de l'alcool.

2. Sur le graphique précédent, identifier la courbe correspondant a la personne la plus corpulente.
Justifier le choix effectué.

3. Une personne a jeun absorbe de l'alcool. On admet que la concentration C d'alcool dans son
sang peut étre modélisée par la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par

f()=Ate™"
ou A est une constante positive qui dépend de la corpulence et de la quantité d'alcool absorbée.
(a) Onnote f’ la fonction dérivée de la fonction f . Déterminer f'(0).

(b) L'affirmation suivante est-elle vraie ?

« A quantité d'alcool absorbée égale, plus A est grand, plus la personne est corpulente. »
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Partie B - Un cas particulier

Paul, étudiant de 19 ans de corpulence moyenne et jeune conducteur, boit deux verres de rhum. La
concentration C d'alcool dans son sang est modélisée en fonction du temps ¢, exprimé en heure,
par la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par

f(oy=2te™".
1. Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle [0; +oof.

2. A quel instant la concentration d'alcool dans le sang de Paul est-elle maximale ? Quelle est alors
sa valeur ? Arrondir 2 1072 pres.

t
3. Rappeler la limite de 67 lorsque t tend vers +oo et en déduire celle de f(#) en +oo.

Interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.

4. Paul veut savoir au bout de combien de temps il peut prendre sa voiture. On rappelle que la
législation autorise une concentration maximale d'alcool dans le sang de 0,2 g.L. ™! pour un jeune
conducteur.

(a) Démontrer qu'il existe deux nombres réels # et £, tels que

ft)=f()=0,2.

(b) Quelle durée minimale Paul doit-il attendre avant de pouvoir prendre le volant en toute léga-
lité ?

Donner le résultat arrondi a la minute la plus proche.

5. La concentration minimale d'alcool détectable dans le sang est estimée a

5x1073 gL 71,

(a) Justifier qu'il existe un instant T a partir duquel la concentration d'alcool dans le sang n'est
plus détectable.

(b) On donne l'algorithme suivant ot f est la fonction définie par

fe)=2te".
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Initialisation : ¢ prend la valeur 3,5
p prend la valeur 0,25
C prend la valeur 0,21

Traitement :  Tant que C > 5 x 1073 faire :
t prend la valeur £+ p
C prend la valeur f(7)
Fin Tant que
Sortie : Afficher ¢

Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant en exécutant cet algorithme.

Arrondir les valeurs 2 1072 pres.

Initialisation Etape 1 Etape 2
p 0,25
t 3,5
C 0,21

Que représente la valeur affichée par cet algorithme ?
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ExErcice 51 Pondichéry 2016

Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur ]0; 14] par

f(x)zz—ln(g).

La courbe représentative Cy de la fonction f est donnée dans le repére orthogonal d'origine O
ci-dessous :

Cr

1 1 1 1 1 1 1

0 Py 4 6 8 10 12 14

A tout point M appartenant & C r on associe le point P projet€ orthogonal de M sur I'axe des
abscisses, et le point Q projeté orthogonal de M sur 1'axe des ordonnées.

» L'aire du rectangle OPMQ est-elle constante quelle que soit la position du point M sur Cy ?

e L'aire du rectangle O PMQ peut-elle étre maximale ?

Si oui, préciser les coordonnées du point M correspondant.

Justifier les réponses.
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EXERCICE 52 Pondichéry 2016

Commun a tous les candidats

On souhaite stériliser une boite de conserve.

Pour cela, on la prend a la température ambiante Ty =25 °C et on la place dans un four a tempé-
rature constante Tg = 100 °C.

La stérilisation débute des lors que la température de la boite est supérieure a 85 °C.

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes

Partie A : Modélisation discréte

Pour n entier naturel, on note T,, la température en degré Celsius de la boite au bout de n mi-
nutes. On a donc Ty =25.
Pour n non nul, la valeur T,, est calculée puis affichée par I'algorithme suivant :

Initialisation : | T prend la valeur 25
Traitement : Demander la valeur de n
Pour i allant de 1 a n faire
T prend la valeur 0,85 x T + 15
Fin Pour
Sortie : Afficher T

1. Déterminer la température de la boite de conserve au bout de 3 minutes.

Arrondir a 1'unité.
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona T, =100-75x0,85".

3. Au bout de combien de minutes la stérilisation débute-elle ?

Partie B : Modélisation continue

Dans cette partie, ¢ désigne un réel positif.
On suppose désormais qu'a I'instant ¢ (exprimé en minutes), la température de la boite est donnée
par f(t) (exprimée en degré Celsius) avec :

In
() =100-75¢" 0 L.

1. (a) Etudier le sens de variations de f sur [0; +oof.
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(b) Justifier que si ¢ > 10 alors f(#) >85.

2. Soit 6 un réel supérieur ou égal a 10.
On note A(0) le domaine délimité par les droites d'équation ¢ =10, t =6,
¥ =85 et la courbe représentative Cy de f.

On considere que la stérilisation est finie au bout d'un temps 0, si 1'aire, exprimée en unité d'aire
du domaine .A(B) est supérieure a 80.

110 5
100
90
80
70
60
50
40
30
20
10
0

*températuré (en degré Gelsius) | | | |
1

|
I
0 5 10 15 20 25 30

(a) Justifier, a 'aide du graphique donné en annexe , que I'on a 4(25) > 80.
) O s,
(b) IJustifier que, pour 6 > 10, on a A(0) =15(60—10) —75[ e 1w°dr.
1

0

(¢) La stérilisation est-elle finie au bout de 20 minutes ?

Annexe
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Correction

ExERrcICE 1 Antilles 2011

Commun a tous les candidats

1. (a) o Il n'y a aucune forme indéterminée, d'apres les limites usuelles :

lim xe* = +oo, donc par somme : lim f(x) = +oo.
X—+00 X—+00

o La fonction f est dérivable sur [0 ; 4+oco[ comme combinaison simple de fonctions qui le
sont, et, pour tout réel x>0 : f/'(x) =e*+xe* = (x +1)e*. Comme x>0 et e* >0, alors
f'(x) >0 etlafonction f est donc strictement croissante sur [0 ; +ool.

(b) La fonction f est continue (car dérivable), strictement croissante sur [0 ; +oo[. Elle réa-

lise donc une bijection de [0 ; + oo[ sur l'intervalle [ f); xlirp f (x)[ =[-1; +oo[. Comme
—+00

0€e[-1; +ool, l'équation f(x) =0 admet donc une unique solution « dans [0; +ool.

A 1'aide de la calculatrice o~ 0,57 3 1072 pres.

(¢) f(x)=0 et f estcroissante sur [0; +oo[, on en déduit donc que :

o si0<x<a,alors f(x)<0;

o si x>a,alors f(x)>0.

2. (a) Pourtout x>0,0na M(x; e¥) et N(x; Inx). Onadonc MN=|e*-Inx|=e*-Inx,
d'apres le rappel de 1'énoncé. Posons g(x) =e* —Inx, alors g est dérivable sur ]0 ; +oo[ et pour

tout x>0, g’'(x) =e*——. On a donc, pour tout x>0 :
X

1
gx)>00e’-—>00x-1>0e f(X)=0o x>a.
x

Ainsi, g est strictement croissante sur Ja ; +oo[ et décroissante sur 10 ; «af. Elle admet donc un
minimum en x = «a. La distance MN est donc minimale lorsque x = « et cette longueur minimale
vaut alors e® —In(a) = 2,33 4 1072 pres.

1
(b) Ona f(x)=0,donc ae*—1=0,d'ou e“za.

La tangente a C au point d'abscisse o a pour coefficient directeur le nombre dérivé de exp en «,
c'est-a-dire e*.
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La tangente a ' au point d'abscisse « a pour coefficient directeur le nombre dérivé de In en «,
c'est-a-dire —.
o

D'apres ce qui précede, ces deux valeurs sont égales ; les deux tangentes ayant le méme coefficient
directeur, elles sont donc paralleles.

3. (a) h estdérivable sur 10 ; +oo[ comme combinaison simple de fonctions qui le sont, et, pour

1 S .

tout x>0 : W (x) =xx—+1xIlnx—1=1Inx. h est donc une primitive de la fonction In sur
X

10; +oof.

(b) C estau-dessus de T', donc, l'aire A hachurée sur la figure est donnée (en unités d'aire) par :

2
Azf e’ —Inxdx = [ex—h(x)]f:ez—e—21n2+1=4,28.
1
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EXERCICE 2 Asie 2011

1.
Inx
(Vx €]0; +o0]) fx) = "
1
(a) Lalimite de lafonction f en 0 est —oo car  lim (— =+oc0oet lim (In(x))=-o00;
x—0; x>0\ X x—0; x>0

donc on obtient par produit le résultat énoncé.
En +o00, la limite de la fonction f est 0 (voir le cours).

Ly x-1xIn(x) 1

b) flx)= XT = ) x (1-In(x)) .

(¢) f'(x) estdusigne de (1-In(x)) sur ]0; +ool,

orsur ]0; +oo[ ;
1-In(x) >0 < x<eg;

1-In(x)<0 < x>¢; 1-In(x)=0 <= x=¢

X 0 e +00
f’(x) + 0 -
1
e
f
—00 0

2. Etude d'une fonction g

On considere la fonction g définie sur l'intervalle 10 ; +oo[ par :

(Inx)?

g§x) =
On note Cg la courbe représentative de la fonction g dans le repére (0;7,7).

(a) Lalimitede g en 0 est +oo car g(x) = f(x) xIn(x) or,
liom 0(ln(x)) =-00; loim 0( f(x)) = —o0 ; donc on obtient par produit le résultat énoncé.
x—0;x> —0; x>

La limite de g en +oco est 0 car:
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A (ln(ﬁ))z _ (zm(ﬁ) )2 _ (m(x))z @
vi ) U ) TR T T TR
. o In(v0 )\ . InX)\? _ (X))
Pone. lim, (g(x) = Jim (4( <) )-XETOO [+(5) )0 cor tim [ =0 o
posé X =+/x et X tend vers +oo quand xtend vers +oco.

(b g= iz x (2In(x) - (In(x))?) = iz x (2-In(x) xIn(x),
X X

donc g'(x) s'annule si et seulement si In(x) =0 ou In(x) =2 donc pour x=1 ou x= e2.

X 0 1 e? +00
In(x) Il - 0 +
2-In(x) | I + + 0 -
g'x) N - 0 + 0 -
x 0 1 e? +00
g'x) - 0 + 0 - 0
+00 5
g
0
(©) 0

3. (a) Les courbes Cy et Cg se coupent aux points dont les abscisses sont les solutions f(x) =
g(x)

fx)=gkx) < Inkx) = (In(x)? < 0=(Inx)2-Inx) < 0=Inx) x (In(x)-1) <
In(x)=0 ou In(x)=1<= x=1 ou x=e

1
ce sont les deux points A(1; 0);B (e ; —) .
e

(b) La position relative des courbes Cy et Cq est donnée par I'étude du signe de f(x) — g(x) .
fx)—g(x) <0 < In(x) < (In(x))? < In(x)(1 -In(x)) <0

X 0 1 e +00
In(x) Il = 0 +
(1-In(x)) N+ + 0 -
Inx)xA-Inx) ||l - 0 + 0 -
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fx)—gx) <0 < In(x) <0ouln(x) >1 < x<loux>e
fX)-gx)>0 < l<x<e

La courbe de f est au dessus de la courbe de g pour x€]1; ef.
La courbe de f est au dessous de la courbe de g pour x€]0; 1[N]e; +ool.
La courbe de f coupe la courbe de g pour x=1 oupour x=e.

(¢) On a tracé sur le graphique de I'annexe 1 (a rendre avec la copie) la courbe Cg .

€
4. A =f (f(x)—g(x)dx carsur [1;e], f(x)>g(x) et f et g sontcontinues sur
1

cet intervalle.

e e 2 2 3
A:f (ln(x))dx_f ((ln(x)) )dx:[(ln(x)) _ (In(x)) e
1 X 1 X 2 3

101 1
"2 3 6

(pour trouver les primitives, on a reconnu la forme u”" x v’ avec u: x — u(x) = In(x) et
u:x—u(x)= % et pour la premiére intégrale n =1 c'est u x u’ et pour la deuxieme n =2
clest u2xu' ;

u(x)n+1
n+1

etsi n#—1,alors u" x 1’ a pour primitive x —

Annexe 1
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ExERrcICE 3 La Réunion 2011

Partie A

1. (a) La fonction exponentielle est définie et dérivable sur IR, et ne prend que des valeurs stric-
tement positives, alors la fonction x — e?* + 1 est dérivable et ne s'annule pas sur R. f est
dérivable sur R.

. dex(e2x+1)—2e2x x 4ex dex(1—e2x
Soit xeR, f'(x)=- ( ) __dexd )

(e2x+1)? (e2x+ 1)
dex(e2x—1
Pour tout réel x, f'(x)= (—2)
(e2x+1)

(b) Pour tout réel x,

dex
— >0
(e2x+1)?

alors f'(x) est du méme signe que e2x—1.
Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur R et que, pour tout x >0, on a
2x >0, alors e2x >e0 soit e2x—1>0.

Vx€]0;+ool, f'(x)>0 et f'(0)=0, alors

f est strictement croissante sur [0; +oo[

2. f estdéfinie sur R et, pour tout x€ R,

4e—x _ 4e—x -1 4ex
e-2x+1 = e-2x(l+e2x) = 1+e2x

f=x)=1- = f(x)

Ainsi la fonction f est paire et, graphiquement :

la courbe C est symétrique par rapport a la droite d'équation x =0

3. (a) Les coordonnées du point A sont (a,0) avec a >0 et A€ C, alors f(a) =0 =
dea _ e2a—4ea+1

_62a+1 - e2a+1

=0= (ea)’—4ea+1=0

Si on pose ¢ =ea, alors
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c est une solution de 1'équation x*> —4x+1=0

On résout 1'équation x2—4x+1 =0 ; elle admet deux solutions réelles positives 2 — V3et2+V3,
alors a€{ln(2-v3),In(2+v3)}.
Puisque 2 —v/3 €]0;1[, alors In(2—-+/3) <0 et, a étant positif :

a=In(2+V3)

(b) f est strictement croissante sur [0;+ool et s'annule en a =1n (2 + \/§) alors, en utilisant la
parité de f, on en déduit :

e f(x)>0 si x€]l—oo;—alUla;+ool ;
e f(x)<0 sixel-aal;

e f-a)=f(@=0.

Partie B

1. On reconnait, sous forme intégrale, I'expression de la primitive sur R qui s'annule en 0 de
la fonction f, alors F est dérivable sur R et F' = f. Les variations de la fonction F sur R se
déduisent alors du signe de f(x) :

e F est strictement croissante sur | —oo ; —a) etsur [a; +ool ;

e F est strictement décroissante sur [—a ; a] .

a a
2. f étant continue et négative sur [0; al, F(a) = f f(ode=- f |f(0)| dr est I'opposé de
0 0

l'aire, en unités d'aire, du domaine plan compris entre la courbe C, I'axe des abscisses et les droites
d'équations x =0 et x = a. Ce domaine est contenu dans un rectangle dont les dimensions sont
|f(0)| =1et a,alors 0<-F(a)<1xa,dou:

—a<Fla)<0
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. 4et
3. (@) Soit t€[0,+o0[, f(f)=1-————=1—-4e—1x (—) Pour tout x€ R,
e2t(1+e-21) 1+e-2t
1 . ..
On est donc amené a comparer avec 1 ; Par imparité :

1+e-2¢
Soit t >0,0na: e-2t>0,puis: e-2t+1>1,
alors, par stricte décroissance de la fonction « inverse » sur ]0; +ool,
1
—<1
1+e-2t
En multipliant chaque membre par —4e—t <0 :
—4e—t
— > —4de—t
1+e-2¢

Finalement, en ajoutant 1 :

Pour tout réel positif ¢, f(t)>1—-4e—t

(b) Soit x>0.
Puisque I'intégrale entre des bornes croissantes « conserve I'ordre », alors (d'apres la question pré-
cédente) :

X X

ff(t)dt>f (1-4e-r)dr

0 0
—

F(x) (t+de—11F

[t+4e—t]g=x+4e—x—4>x—4,car e—x>0.0na bien :

pour tout réel positif x, F(x)>x-4

Puisque lim x—4 = +o00, par comparaison :
X—+00

lim F(x)=+oco0
X—+00

4. Puisque lafonction f est paire, on peut penser que sa primitive F qui s'annule en 0 est impaire,
c'est-a-dire

VxeR, F(-x) =-F(x) < VxeR, F(-x)+F(x)=0

Pour cela, on considere la fonction définie sur R par F(—x) + F(x) . Cette fonction est dérivable
sur R et sa dérivée est définie, pour tout réel x, par —f(—x)+ f(x) =0 car f est paire, alors :
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F(—x)+F(x) =F(-0) + F(0) = 0. Alors F est impaire.

lim F(x)=- lim F(x) =-o0
X——00 X—+00
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EXERCICE 4 Pondichéry 2011

Commun a tous les candidats

Partie I

1. L'axe des ordonnées est asymptote a C, au voisinage de 0 ; la fonction étant décroissante sur
10 ; +oo[, la limite quand x tend vers 0 de f>(x) est +oo.

2. De méme la limite quand x tend vers +oo de fa(x) est 0.
3. On ne peut pas savoir.

4. Sur ]0; 1[ la fonction différence est positive, s'annule en 1, puis est négative : c'est donc le
troisiéme tableau.

Partie I1

1 ..
1. Ona liH(l) ——=—00 et liH(l) In(x) = —oc0, d'oll par somme de limites
= >0

lim f(x) = —oc0.
x—0

x>0

1
lim ——=0et lim In(x)=+o00,donc lim f(x)=+oo.
X—+00 X X—+00 X—+00
2. f somme de fonctions dérivables sur 10 ; +ool[ est dérivable sur cet intervalle et :
1 1

!

xX)=—+—=.
! X x?
Chacun des termes est positif sur ]0 ; +oo[, donc la dérivée est positive sur cet intervalle, donc la
fonction est croissante de moins l'infini a plus I'infini.

1
3. On a de facon évidente f(1)=Inl+1- 1= 0. La fonction étant croissante sur ]0 ; +oo[, on

adonc :
e f(x)<Osur]O; 1[;

e f()=0;

e  f(x)>0sur ]1; +ool.
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4. F somme de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ est dérivable et sur cet intervalle :
1 1 1

Fx)=Inx+xx———=Inx+1-—= f(x).
X X X

F est donc une primitive de f sur ]0; +oof.

5. On vient de voir que F'(x) = f(x) et d'aprés la question 5, f(x)>0 sur ]1; +ool, donc F est
croissante sur cet intervalle.

6. Ona F(1)=1x0-0=0 et F(e) =elne—Ilne=e-1~1,7.
1 1

D'autre part 1-—-=0,63,donc 0<1—--<e—1.
e e

La fonction F est dérivable donc continue sur [1; e] : il existe donc un unique réel « € [0; e] tel

1
Flay=1--.
que F(a) .

1 1
7. La calculatrice donne : F(1,9)—1+- =-0,05 et F(2,00—1+ - =0,06, donc :
e e

1,9<a<2,0.

Partie 111

1. L'ordonnée de A est égale a 0 ; il faut donc résoudre I'équation :

Inx+1=0 < Inx=-1 < elor

-1

= e ! (par croissance de la fonction exponentielle)
— x=e

Onadonc A(e7!;0).

2. P étant commun aux deux courbes son abscisse vérifie :

1
g(x) =hx) < P In(x) +1 < f(x) =0, d'apres la partie II. Or dans cette partie on a vu
que f s'annule en 1 et g(1) = k(1) = 1. Donc le point commun aux deux courbes est le point
P1;D.

1
3. (a) On a vu que sur [— ; 1] , f(x) =0, c'est-a-dire que g(x) > h(x) (la courbe Cg est au
e

dessus de la courbe Cj, ), donc

1 1
A=f1 [g(x)—h(x)]dxzf1 —f(x)dx.
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(b) On a vu qu'une primitive de f sur ]0 ; +oo[, donc en particulier sur [% ; 1] est F(x) =
xIn(x) —In(x) .

On a donc :

A= [—F(x)]lé =-F()+F(i)=

0+1lin(d)-In(})=1x(-InEe)-(-InE)=1- é :

4. (a) Onavuquesur [1; +oo[, h(x) > g(x), donc puisque ¢>1, l'aire B; est égale a :
B, :flt[h(x) —g(x)]dx:flt—f(x) dx=-F(t)+F(1) = -F(#) = tIn(t) ~Int.

1 1 1 . .

(b) Onavuque B;=1-—- ouencore ¢In(f)—Int=1-— soit F(¢) =1—— équation qui a été
e e e

résolue a la question 6 de la partie II et qui a pour solution a = 1,9.
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EXERCICE 5 Amerique du Nord 2012

PARTIE A. RESTITUTION ORGANISEE DES CONNAISSANCES

Onpose x=e’,onadonc x>0, In(x) = r.0na lim;_ e’ = +co=lim;—e x. limy_ 400 h‘%x) =

t . . . t
lné‘;’ ) = lim;— 400 e—t[ =0 puisque lim;—. ;00 & = +00.

limt_,+oo

PARTIE B.

1. La fonction g est dérivable d'aprés les théorémes généraux et g'(x) = 2x+ i .Pour x > 1,
2x>0 et % >0, donc g'(x) >0 donc la fonction g est strictement croissante sur [1; +ool.

2. (a) La fonction f(x) = u(x) - % avec u(x) = x et v(x) =In(x). u et v sont déri-

vables avec u/(x) =1 et v'(x) = % D'apres les théoremes généraux f est dérivable et on a

/ _ / 1 —1 2_
F10 = (x) - v (x)u(azt)(x)vz(x)u W _1_ xXxxzn(x) _x l)zéln(x) _ %;C)

(b) Pourtout x€[1;+oo[, g(x)>0 et x%2>0, donc f'(x) >0.On en déduit que f est stricte-
ment croissante sur [1; +ool.

(© fx)-x= —ln)(f) , limy oo f(X) — X = —liMy— 400 ln%” =0 donc la droite D d'équation

¥y = x est une asymptote a la courbe C.

In(x)
X

(d) Pour tout x € [1; +oo[, In(x) >0 et x>0, donc
dessous de la droite D.

> 0 donc la courbe C est située en

3. (a) Un graphique pour comprendre :
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Initialisation
Traitement

Sortie
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N5

5 +
Ms

4 +

C

M3
3 +
M3
2 +
1 =+
i ; ; ; : |
0 1 2 3 4 5

La distance MyNy =|f(x) — x| = % 0.

k est un entier
d est une variable réelle
—9.._ Ink)
k:=2;d:==~
Tant que d > 1072
Début du tant que
ki=k+1 ;
_ Ink) .
d:="%

Fin du tant que
Afficher k

: fonctions
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EXERCICE 6 Centres Etrangers 2012

Partie A : Conjecture graphique

Les solutions de 1'équation (E) sont les abscisses des points d'intersection des deux courbes. 1l
semble y en avoir 2. L'une comprise entre —1 et 0, I'autre entre 0 et 1.
Partie B : étude de la validité de la conjecture graphique

() 1. (a) VxeR,x%+x3=x%(1+x).Comme un carré est positif ou nul, x%+x3 estdu signe
de 1+x.

o x2+x3=0 pour x € {-1; 0}.
o x*+x3>0 pour xe]-1;0[U]0; +ool.
o x*+x%<0 pour xe]-oo; —1].
(b) x solution de (E)oex:3(x2+x3)¢>x2+x3:%.Or, pour tout réel x,%x>0,alors que

x?+x3 <0 pour x€Joo; —1[. (E) n'a pas de solution sur l'intervalle | —oco; —1].
(¢) e”=1 et 3x(0>+0% =0.Donc 0 n'est pas solution de (E).

2. Vx€]-1;0[U]0; +ool, (E) e’ =3(x*+x3)

Ine* =1n(3(x* + x3))
x=In3+In(x*(1+x))
x=In3+In(x?) +In(1+x)
In3+In(x*)+In(1+x)—x=0

h(x)=0

a=belna=Inb
In(ab)=Ilna+Inb

(I (I

3. (a) h estune somme et composée de fonctions de référence dérivables, donc h est bien dé-
rivable sur ]—1; O[ U ]0; +oo[.

!

. . L. . L. u
Si u >0 sur un intervalle, alors In u est dérivable sur cet intervalle et sa dérivée est — .

u

2x 1 2 1

Pour tout réel x €] —1; Ol U ]0 ; 4oo,W(x) =04+ =+ ——-1= —4 — -1 =
x2 +1 x  x+1
2x+ D) +x—x(x+1)
x(x+1)
—x2+2x+2

Onabien: h'(x) =
x(x+1)

Annales 2011-2016 : fonctions

(b) Pour étudier le sens de variations de h, on étudie le signe de sa dérivée.
Les numérateurs et dénominateurs sont des trindmes du second degré.

Pour le dénominateur, les racines sont 0 et —1, le coefficient dominant est 1 > 0. Il est donc
positif «a I'extérieur » des racines, négatif « entre » les racines (voir le tableau).

Pour le numérateur, pas de racine évidente. On calcule donc le discriminant. On trouve : A =12 >0

et les deux racines sont xj = _Zi—j\/g =1-+v3 et x, = 1+/3. Le coefficient dominant est
—1>0, d'ou le signe...
x -1 1-V3 0 1+V3 +00
—x?+2x+2 - 0 + 0 -
x(x+1) 0 - 0
R (x) N+ 0 - |+ 0 -

Etude des limites aux bornes :

o Limiteen —1

lim1 In3-x=In3-1
X——
. 2
xlln_ll X = par composition __ 5
. _ lim Inx“=0 par somme |
)lgnr% InX = 0 x—-1 N hm1 h(x)=
N e
xll.n;ll I+x = 0 par composition
: = lim In(1+x)=-o00
)l(m}) InX = -o0 x—-1
—0o0
o Limiteen 0
lirr[l) In3-x=In3
X—
. 2 _
)lcli% X = 0 par composition _ 5
- = lim Inx®=-o0 par somme
)1(111(1) InX = -o0 x—0 = lm}) h(x) =
= X—
}CIE}) I+x = par composition I In(l+ ) =0
: = im In(l1+x)=
)1(1m InX = 0 x—0
—1

—00

o Limite en +oo
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lim In3-x=-o00

) X—+00
lim X = +4oo "
. par composmon .
x—too = lim Inx?=+oo
lim InX = +4oo x—+00
X—+00
lim 1+x = +oo ”
. par composition
X—+oo lim In(l+x)=+o0
lim InX = +oo X—+00
X—»:i—oo
00— 00 Z
2Inx In(1+x) X
h(x)=In3+(x+1) - .
x+1 x+1 x+1
Or
o lim —= lim ——=1
x—+oo x+1 x—+oo 1
X
lim 1+ = + .
X400 X par composition In(1 + x)
o InX = —_— =
lim J— = 0 X—+00 x+1
X—+o0
Inx Inx . . Inx R
o Pour tout x > 1,0 < —— < — . Par comparaison, lim — =0 et le théoreme des
x+1 X x—+o0 X
. Inx
gendarmes assure que lim —— =0
x—+o00 x4+ 1

par somme

-

onalaFI n+

Finalement avec des opérations élémentaires, on obtient enfin lirP h(x) =—oc0.
X—+00

Pour avoir le tableau de variations complet, il nous faut encore les signes de h(1-+/3) <0

et h(1++/3) >0 que l'on obtient avec la calculatrice.

x -1 1-v3 0 ap 1+V3 a; +00
1 (x) + 0 - + +
h(1-V/3) h(1+V/3) .
h(x) / \ - e o L
0 —o00 | —oo —00
(c) o Sur l'intervalle ]—1; 0[, la dérivée s'annule en changeant de signe (+;—), donc h(1—

v/3) est un maximum pour % sur cet intervalle. Or k(1 —+/3) <0 donc I'équation h(x) =0
n'a pas de solution sur ]—1; 0[. C'est une premiere contradiction avec la conjecture de la

partie A.
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o Sur l'intervalle 10 ; 1+ v/3[ la fonction & est dérivable, donc continue ; 0 est compris entre

lin(1) h(x) et h (l + \/a , d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation h(x) =0
x—>

admet donc au moins une solution sur [0 ; 1+ v/3[.Comme h est strictement monotone sur
cet intervalle, cette solution a; est unique.

La calculatrice donne : h(0,61) = —0,02 et h(0,62) ~0,24.

0 est donc compris entre h(0,61) et h(0,62), le raisonnement précédent assure donc que
o) €[0,61; 0,62].

On trouve de méme que 0,618 < a; < 0,619

Une valeur approchée de a; , arrondie au centieme est donc 0,62.

Comme h(1++/3)>0, 0 est aussi compris entre Jim R(x) et R(1+ v3) . Le méme rai-
sonnement assure donc 1'existence d'une autre solution dans cet intervalle. Voir le tableau.

Avec la calculatrice, on trouve 7,12 comme valeur approchée de oo , arrondie au centieme.

(d) Laconjecture de la partie A est erronée. Il y a bien deux solutions mais pas dans les intervalles
prévus !
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EXERCICE 7 Métropole 2012

Commun a tous les candidats

1. Sur l'intervalle [-3,—1], tous les points de la courbe ont une ordonnée négative. VRAIE

2. Sur l'intervalle 1—1 ; 2[, on lit que f'(x) >0, donc que f est croissante sur cet intervalle.
VRAIE

3. Sur l'intervalle 1—1; 0[,ona f'(x) >0 donc f est strictement croissante sur | —1 ; 0[. Or
on sait que f(0) =—1. D'apres la croissance stricte sur l'intervalle tous les points de cet intervalle
ont une image par f inférieure a —1. FAUSSE

4. Pour x=0,onlit f'(0) =1 et on sait que f(0)=-1.

On sait que 1'équation de la tangente a la courbe C au point d'abscisse 0 est

y—f(0)=f'(0)(x-0) < y—(-1)=1x < y=x—1. Cette tangente contient bien le point
de coordonnées (1 ; 0) car ces cordonnées vérifient 1'équation de la tangente. VRAIE
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EXERCICE 8 Amerique du Nord 2013

Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par

1+In(x)
f (x)= T
et soit C la courbe représentative de la fonction f dans un repére du plan. La courbe C est donnée
ci-dessous :
b C
o

1. (a) FEtudions la limite de fenO.

On sait que lin}) In(x) = —oo donc lirr(l) 1+In(x)=-o00 .
x— X—

1 . .. .
D'autre part lin}) — =+o00, alors par produit des limites, 1111(1) fx)=—-o00
x—0 X X—

(b) On sait que th

—+oco X

Inx
— =0,

Inx

1 . .. .
Dautre part lim — =0, alors par produit des limites lim —- =0,
X—+00 X X

Onaaussi lim
x—+

Jim =0

x2

—+00 X

0, et en ajoutant ces deux dernieres limites, on obtient :

Annales 2011-2016

(c) lin}) f(x) = —oco prouve que 1'axe des ordonnées est asymptote verticale .
X—

liI_P f(x) =0 que l'axe des abscisses est asymptote horizontale.a C
X—+00

2. (a) Onnote f lafonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle 10 ; +ool.

f est dérivable sur 10 ; +ool,

L
o= x xx°—(1+Inx) _ —x-2xInx -1-2In(x)

x4 x4 x3

1
(b) -1-2lnx>0 <= 1nx<—§ — x<e?.

Pour tout x€]0; +oo[, x>0 et f'(x) estdu signe de —1-2In(x).

(¢) Dresser le tableau des variations de la fonction f.

1 1-3 3 e
O]‘]a f(e_f) = (e_%)z = eTl = E
1
x |0 Ve +00
f’(x) + 0 -
3
fx / \
—00 0

3.(a) Ona: f(x)=0 < 1+Inx=0 < Inx=-1 < x=e!

: fonctions

Ce qui prouve que la courbe C coupe l'axe des abscisses en un unique point, le point de coordon-

nées (e7!; 0)

(b) D'apres le tableau des variations de f et sachant que f(e™1)=0.

On en déduit que f(x) >0 sur l'intervalle Je™!; +oo[ et f(x) <0 sur l'intervalle 0; e™}[ .

4. Pour tout entier n > 1, on note I, l'aire, exprimée en unités d'aires, du domaine délimité par

. . P . 1
l'axe des abscisses, la courbe C et les droites d'équations respectives x = — et x =n.
e
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n
(a) Onsaitque f>0 sur Je™!; +oo[, donc I, =f fdx
-

Sur

1 .. e . )
- 2] on a au vu des variations de f : 0< f(x) < 3" Comme 1'intégration conserve 1'ordre
e

et le signe, on en déduit :

ne e 1 1
0<L < —dx=-|2-——-|=e—— etfinalement :
-1 2 2 e 2
1
0<h<e—-.
2
. . . —2-In(x) .
On admet que la fonction F, définie sur l'intervalle 10 ; +oo[ par F(x) = —— ,est une pri-
X

mitive de la fonction f sur l'intervalle 10 ; +ool.

(b) Calculons I,, en fonctionde n.Ona:

—2-Inx]" -2-lnn (-2-Ine™) —2-Inn
IVl: = — =} = —(—2+1)e
X 0 n e n
Et finalement :
—-2-Inn Inn 2
I,=———+e=e—————
n n n

(c) Etudions la limite de I, en +oo.
Inn 1 2
Ona lim — =0, lim —=0et lim —=0 alors lim I,=e.
n—+oo n n—+oon n—+oo n n—+oo

Graphiquement cela signifie que 1'aire du domaine délimité par I'axe des abscisses, la courbe C et

. ) . . 1
les droites d'équations respectives x = — et x = n tend vers e quand n tend vers +oo.
e

Exercice 2 5 points
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EXERCICE 9 Amerique du Sud 2013

Commun a tous les candidats

Partie A

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=xe'™*.

e x
1. el *=exe™*=— donc f)=ex—.
e e

2. limx—o0l — x = +oo donc lim x—ocoe!™ = +00 (par composition).

lim x—oox = —oo0
1-x

. } = lim x—ocoxe
—X

lim x—ooe =400

X

. . € . X . X
3. On sait que lim x+oo— = +oo donc lim x+oo— =0 donc limx+ooe— =0.
x e e

= —oo (par produit) ; limx—oof (x) = —oo.
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1L A-0gn0)=0-x)(1+x+x*+---+x")

=l+x+x2+ x5+ +x"

2 3 n

—x-x*-x3—-—x n+l

_xn+1=1_x

n+1

On obtient alors, pour tout réel x#1: g,(x) = 1

2. Pour tout x, g,,(x):1+x+x2+---+x” donc g, (x)=0+1+2x+---

+nx" 1=h,x.

_ yntl
Or, pour tout réel x#1, g (x) = T
; : u e "v—uv
gn est une fonction rationnelle de type 5 dont la dérivée est 7
; —+ D" (A=) - (1-x"1) (=) —(n+Dx"+(n+Dx"+1—x"t]
hn(x):gn(x): 5 — .
(1-x) (1-x)

—m+Dx"+nx" L+ x" L1 g™l (p+ ) x"+1

On a donc limx+ocof (x) =0 ce qui veut dire que la courbe représentant la fonction f admet la 1-x)2 - (1-x)2

droite d'équation y =0 comme asymptote horizontale en +oco.

4. La fonction f est dérivable sur R et f/(x) =1 x el Yt x(-Del*=el*(1-x)

5. Pour tout réel x, e!™* >0 donc f'(x) estdusignede 1—x.

fy= 1e9 =1, d'ot le tableau de variation de la fonction f:

X —00 1 +00
1-x + 4) -
f ) + (ﬁ -
1
—00 0

Partie B

Pour tout entier naturel 7z non nul, on considere les fonctions g, et h, définies sur R par :

n n-1

gn(X)=1+x+x2+-+x" et hy(x)=1+2x+---+nx

3. Soit S, = f()+ f(2) +...+ f(n), ot f(x)=xel™*.
Sp=l1+2e+-tnel™=1+2e 44 n(e)) = hy, (7).

nx"l—(n+1)x"+1

ne™)™ —m+1)(e™)

"1

Or hy(x) = donc hy,(e1) =
' a-2° e (1-(e)?
n n+1 +1
n+l n
S, = e e

-

s

. . e* . X . n ) n+1
On sait que lim x+o0o— = 400 donc lim x+co— =0 donc limn+oo— =0 et limn+oco——= =
x ex en en+1
0.
. X . x+1 .. . .
De plus, hmx+ooT1 =1 et limx+oco—— =1 comme limites en +oco de fonctions ration-
X X
nelles,
. n . n+l
donc limn+oo—— =1 et limn+too—— =1.
n+1 n
n n n+1 Lo n+l n+1
= X ; donc par produit, lim n+oo x ——=1x0=0.
en+1 n+1 en+1 en+1

n+l n+1 n L n+l n
= x — ; donc par produit, lim n+oo x—=1x0=0.
el n el

en n
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1 e?

( 1)2 - (e=12"

Donc lim n+o00S;, =

1—-
€
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ExERrcICE 10 Asie 2013

Commun a tous les candidats

Partie A

Voir la figure.

Partie B

1. (a) Le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cy au point A est égal a f'(a). Or
f'(x)=e*, donc f'(a)=e*.

(b) De méme le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cg au point B est égal a g'(b) .
Or g'(x)=—(—e™*),donc g'(b)=e".

(c) Siles deux tangentes sont égales le coefficient directeur de leurs équations réduites sont égaux,
soit :

f'(a) = g'(b) < e%=e" et par croissance de la fonction logarithme népérien : a = —b <
b=-a.

2. Une équation réduite de la tangente a la courbe Cy au point A est €gale a :

y—et=et(x—a) = y=xe%+e%(1-a).

Une équation réduite de la tangente a la courbe Cg au point B est égale a :

y-(1-e ) =el(x-b) = y=xe b +1-eP-be?.

Ou en remplagant —b par a :

y=xe+1-e%+ae® < y=xe*+1+e%a-1).

Si les deux tangentes sont égales, leurs équations réduites sont les mémes. On a déja vu 1'égalité
des coefficients directeurs. Les ordonnées a 1'origine sont aussi les mémes soit :

e(l-a)=1+e%a-1) < e%(2-2a)=1 < 2(a—-1)e*+1=0.

Donc a est solution de 1'équation dans R :

2(x—1e*+1=0.

Partie C
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1. (@) Sur R, @(x)=2xe*—e*+1.
On sait que lim e*=0 et lim xe* =0, d'ol par somme de limite :
X——00 X——00
lim @x)=1.
Xto—oo
La droite d'équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe représentative de .
Ona lim (x—1)=+oo et lim e*=+o0, d'ol par somme de limites : lim (x) = +oo.
xXto+oo X—+00 X—+00
(b) Somme de fonctions dérivable sur R, ¢ est dérivable sur IR et :
@'(x) =2e*+2(x—1)e* =2xe*.

Comme, quel que soit x € R; e* > 0, le signe de ¢'(x) est celui de x. Donc sur | —
0o ; O[, ¢'(x) <0 : la fonction est décroissante sur cet intervalle et sur ]0 ; +oo[, ¢'(x) >0 :
la fonction ¢ est croissante sur cet intervalle. D'oll le tableau de variations :

(o)

X —00 +o00o
f'x) - 0 +
1 +00
f&) \ /
-1

2. (a) Sur ]—o0; 0] lafonction ¢ est continue et décroissante a valeurs dans [—1; 1]. Comme
0e[-1; 1] il existe un réel unique a de ] —oo; 0] tel que f(a) =0.

Le mé&me raisonnement sur l'intervalle [0; +oo[ montre qu'il existe un réel unique de cet intervalle
B tel que f(B)=0.
Donc I'équation ¢(x) =0 admet exactement deux solutions dans R.

(b) La calculatrice donne successivement :

P(-2)=0,18 et p(—1)=—-0,47,donc -2<a<-1;

@(-1,7)=0,013 et ¢(—1,6) = —0,05,donc —1,7<a<—-1,6;

®(—1,68) =0,001 et p(—1,67) =—0,005,donc —1,68<a<—1,67;
®(—1,679) = 0,00041 et ¢(-1,678) = —0,0002, donc —1,679 << —1,678.
Conclusion au centieéme pres a~ —1,68.

De la méme facon on obtient = 0,77.

Page 86



TS Annales 2011-2016 : fonctions

Partie D

1N

w

1. On sait que E appartient a la droite (EF) et a la courbe représentative Cr. E(a; %) et
F(—a; 1-¢e™%).

\&}

L'équation de la tangente en E a la courbe Cy est :

y—e*=e*(x-a).

F appartient a cette tangente si et seulement si :

1-e%—e=e%(—a-a) &= 1-2¢7%=-2e% < 2(a—1)e*+1=0 ce qui a é&té démontré a
la question 2. b. de la partie C.

Conclusion : la droite (EF) est bien la tangente a la courbe Cy au point d'abscisse .

2. Le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cg au point d'abscisse —a est e (" =%,

On a vu dans la question précédente que la droite (EF) a pour coefficient directeur e* et contient
le point F.

Conclusion la droite (EF) est la tangente a la courbe Cg au point d'abscisse —a.

Annexe

a rendre avec la copie
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Exercice 11 Antilles 2013

Commun a tous les candidats

Partie A

1. limx+oo(x+1) =+oo et lim x+ooe* = +o0o, donc, par opérations lim x+oof(x) = +oo.
Pour tout xe R, f(x) =xe*+e*. Or limx—ooxe* =0 (croissances comparées) et

lim x—ooe* = 0, donc, par opérations limx—ocof(x) =0.
2. Pour tout réel x, f'(x) = 1e* + (x + 1)e* = (x +2)e* .

3. Pour tout réel x, e* >0, donc f'(x) ale méme signe que x+2. On en déduit le tableau de
variations suivant :

) - 0 +

Partie B

1. (@) On a, pour tout réel x :
gn(x)=0 <= x+1=me*
— (x+De*=m

— f(x)=m.
(b) D'apres I'équivalence et le tableau de variations précédents :

1 .14 : — N : [
- :I'équation gy, (x) =0 ne possede aucune solution, donc C,, ne coupe pas l'axe
des abscisses ;

osim<-—

o sim= —e% :I'équation g, (x) = 0 possede une solution, donc C,, coupe l'axe des abscisses

en un point ;

o si —e% <m <0 :l'équation g,(x) =0 possede deux solutions, donc C,, coupe l'axe des
abscisses en deux points ;
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o si m >0 :1'équation g, (x) =0 possede une solution, donc C,, coupe l'axe des abscisses
en un point.

2. o Lacourbe I ne coupe pas l'axe des abscisses, donc 1'équation g,,(x) =0 n'a pas de solu-
tion et cela entraine que m < — eLZ . La seule possibilité est donc que m = —e.

o La courbe 2 coupe 1'axe des abscisses une seule fois, donc m = —elz ou m = 0. La seule

possibilité est donc m =0.
o Par élimination, la courbe 3 correspond a m=e.
3. Pour tout réel x, g, (x)— (x+1) = —me* qui est du signe de —m ; on en déduit :
o si m >0, alors pour tout réel x, g,(x)—(x+1) <0, donc Cy, estendessous de D ;
o si m <0, alors pour tout réel x, g,(x)—(x+1) <0, donc Cyp, estaudessusde D ;
o si m =0, alors pour tout réel x, g, (x)—(x+1)=00, donc Cp, et D sont confondues.

4. Le domaine D, hachuré :

(a)
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(b) Pourtout a >0, la courbe C_e est au dessus de Ce, par conséquent l'aire A(a) est donnée
par :

Ala) = fof-e(x)—fe{x)dx

= f (x+D+ee™)—((x+1) —ee ¥)dx
0

a
= f 2ee *dx
0

= 2e[-e

= 2e(-e “+1)
= 2e-2e7%

a

On a de plus lim a+ooe' =% =0, par conséquent : lim a+oco.A(a) = 2e.
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EXERCICE 12 Antilles septembre 2013

Commun a tous les candidats

Partie A : Etude du cas k=1

fi(x) = xe™".

1. Comme lim e *=+oco,ona lim fij(x)=-c0.
X——00 X——00

X

X . . e .
filx) = o On sait que xlirpw; = +oo donc xEerfl (x)=0.

Donc I'axe des abscisses est asymptote horizontale & C; en +oco.
2. fi produit de fonctions dérivables sur IR est dérivable sur R :
fx)=e*—xe™¥=e*1-x).

Comme e * >0 sur R, le signe de fl’(x) estceluide 1—x.

Donc f{(x)>0si x<1 et f{/(x)<0 si x>1.D'ole tableau de variations :

X —00 1 +00o
A + 0 -
e—l
f® / \
—00 0

3. gi@)=—(x+1e™*
g1 étant dérivable, on a pour tout réel,
g =-le*—Ix[-(x+De ™ =—-e"+(x+De *=xe "= fi(x).

Donc g; est bien une primitive de la fonction f; sur R.

4. Comme pour tout réel x, e*>0, fi(x)=0 < x=0.

Le tableau de variations ci-dessus montre donc que fj(x) <0 sur ] —o0;0[ et fij(x) >0 sur
10; +ool.
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5. Comme la fonction est positive sur ]0 ; +ool, elle 1'est aussi sur ]0; In10], donc l'aire cherchée
est en unités d'aire égale a l'intégrale :

In10 In10 110 0
hxdx=[g1(x)], " =g (n10)—-g(0)=-(n10+1e "7 +e”.

-In10 _ 1 —

elnl0 —

1+In10 9 Inlo0
1- =——-——=0,67 u.a.
10 10 10

1 . . N
Comme e o l'aire est égale a :

Partie B : Propriétés graphiques

On a représenté sur le graphique ci-dessous les courbes Co, C, et Cp ou a et b sont des réels
strictement positifs fixés et T la tangente a C;, au point O origine du repére.

1. De fagon évidente f;(0) = kx 0xe® =0, donc les courbes Cj passent par 1'origine.

2. (a) Produit de fonctions dérivables sur IR, la fonction f; 1'est aussi et :

Fl0) = ke ™ — ke x kxe ™ = ke (1 - kx) .

(b) k strictement positif, et e ** > 0, pour tout réel x, donc le signe de la dérivée fi(x) est

celuide 1-kx.

1 1 1
Orl-kx<0 << %<x; 1-kx>0 < %>x; 1-kx=0 < I—c:x.

Il en résulte que la fonction fj. est:
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. .. 1
croissante sur |—oo; — |, et décroissante sur P ; +ool
. 1

elle admet donc un maximum en T :
1 1 1 1
Zlzkx=xer=1e1==%0,368.
fi ( k) k e

. . R . 1
Conclusion : toutes les fonctions ont le méme maximum e~! pour x = e

. 1 .
(¢) Le maximum pour k =2 est obtenu pour x = 3= 0,5, donc le maximum pour f, est obte-

. . N
nue pour une valeur — inférieure a 0,5 donc a>2.
a
Note : en fait on peut penser que l'abscisse du minimum est a peu prés égale a 0,1, ce qui correspond
a a=10.
(d) Une équation de cette tangente est :

Y= f[0)(x=0)+fi(0) = y=k(1-0e"x+0 < y=kx.

)

0,6
(e) Le coefficient directeur de la droite (T) est égal a 02 =3.

)

Donc la courbe Cj, correspond a la valeur b=3.
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ExERcICE 13 Centres Etrangers 2013

Commun a tous les candidats

Partie A

X

1. (a) Soit G la fonction définie sur [0; 1] par G(x) = x —e™ est dérivable sur cet intervalle et

G'(x)=1-(—e ™) =1+e™* : c'est donc une primitive de g .

a
Donc </ =f g dx=[GWI§=[x-e*|g=a-e - (0-e ") =a+1-e“.
0

1
(b) ﬁf’g:f g(x)dx:[G(x)]é:[x—e_x]zzl—e_l—(a—e_“)=1—a+e_“—e_1.

2. (a) Somme de fonctions dérivables sur [0; 1], f est dérivable sur cet intervalle et :
flx)y=2+2e*
Les deux termes de cette somme sont positifs, donc sur [0; 1], f’'(x) > 0 et la fonction f est

1 1
croissante sur [0; 1] de f(0)=-2+— a f(1)=2-2e+ — . D'ou le tableau de variation :
e e

x |0 1
() +
—o_1
fx) /
1-2

(b) Sur[0;1], f croitde f(0)=—-1,6 a f(1) = 1,6. Comme elle est croissante et continue elle
s'annule une seule fois sur l'intervalle [0 ; 1] pour un réel a tel que f(a) =0.

La calculatrice permet de trouver que :
0,4<a<0,5, puis 0,45 <a<0,46 etenfin 0,452 <« <0,453.

Donc a = 0,45 au centieme pres.

3. Ona:

AN=ath < a+l1-e %=1-a+e %—-e”
une solution de 1'équation f(x) =0 sur [0; 1].

1 1

< 2a-e¢ “%+e ' =0, ce qui signifie que a est
On a vu que cette solution est égale a «.

Finalement les aires sont égales pour a =a = 0,45.
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Partie B

1. Ona g(0)=1+1=2.1lest donc évident que l'aire du domaine D est inférieure a 2x1=2.
Comme g(1) =1+e!,si b>1+e"! chacune des deux aires serait supérieure a 1 ce qui est

1
impossible. Donc b <1+ —
e

2. L'aire du domaine du bas est égale a b x 1 = b qui est égale a la demi-aire de D .
On a donc :

1 1 1
Y R PO TR R

1
2
Finalement b=1(2-e71)=1- % ~0,816.

Page 92



TS

Exercice 14 Liban 2013

Partie A

1. Puisque lim e *=0,ilvient, lim f;(x)=1
X—+00 X—+00

Puisque . lim e =+o0, il vient, . lir{rl fikk)=0
——00 —+00
Graphiquement cela signifie que les droites d'équation y =0 et y =1 sont deux asymptotes hori-

zontales a C; au voisinage respectivement de moins et plus l'infini.

e¥x1 er er
2. X) = = =
hix) eX(l+e ™) e*+1 1+e*
—e X e X
3. fl’:

(remn?Z (te2” y | |
Cette expression étant toujours strictement positive sur IR, il en résulte que la fonction f; est
strictement croissante sur R..

4.
l1+e

1 1 e* 1
1:/0 fl(x)dx:j(; 1+exdx:[ln(1+ex)]0:ln(1+e)—ln2:ln

I s'interprete graphiquement comme la mesure en unité d'aires du domaine limité par C; , I'axe
des x et les droites d'équations x =0 et x =1. C'est l'aire du rectangle de c6té 1 et de longueur

l1+e . N N N . L. . .
In (T) qui vaut a peu pres 0,62 unité d'aire (ce qui se vérifie visuellement sur I'annexe).

Partie B

P(x; filx) et M(x; fo1(x)). K est le milieu de [MP].
e* N 1 e'+1

eX+1 e‘+1 e*+1
vty i)+ fal) 1

K 2 2 2

1. i)+ f1(x)=

1
Le point K est donc un point de la droite d'équation y = 3

3. Il résulte de la question précédente que les deux courbes sont symétriques par rapport a la droite
1

d'équation y = >

4. Soit A l'aire du domaine considéré. Par symétrie entre les deux courbes, on obtient

1 1 1
A:2f f1(x)—ldx:2/ fl(JC)dX—f dxz21n(£)—1z0,24.
0 2 0 0 2
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Partie C

1. Vrai:QuelquesoitkER,e’kx>0:>1+e’kx>1:>0< 1.

ek ©

2. Faux : On a vu que la fonction f_; est strictement décroissante sur R .

. . 1 .1 _ . .
3. Vrai: Carsi k> 10 alors _Ek < -5 puis e 2 k Le™d par croissance de la fonction exponen-
. _1
tielle et enfin 1+e~ 2% <l+e™®.

Finalement :

0,99<0,9933 <

“men il
1+ed 1 o2k K2

Page 93



TS

EXERcICE 15 Métropole 2013

Commun a tous les candidats

1. (a) Onlit f(1) = yg =2 etpour f'(1), onlit le coefficient directeur de la tangente a la courbe
C au point d'abscisse 1, c'est a dire le coefficient directeur de la droite (CB), qui est horizontale,
donc f'(1)=0.

(b) La fonction f est dérivable sur 10 ; +ool, en tant que quotient de fonctions dérivables sur
cet intervalle (le dénominateur ne s'annulant pas sur cet intervalle). On a :

1
0+bX—)xx—(a+blnx)x1

X b—(a+blnx)
)= e = =
b-a)- bl
Soit effectivement : f'(x) = (a)x—znx .
bln(1
(¢) Onendéduit: f(1) = an() =a+0=a,ordapres le 1. a.,

f)=2,donc a=2.

(b—2)—bIn(1)

Du coup, ona f'(1) = =b-2,ordapresle 1. a., f'(1)=0,donc b=2.

12
2. (a) Onreprend la forme de f’ obtenue précédemment, en remplagant a et b par 2, etona:
;oo —2Inx 2 |
f'x)= 2 _?x(_ nx).

Puisque pour tout x élément de 10 ; +ool, est un nombre strictement positif, on en déduit

2
x
que la dérivée de f a bien le méme signe que —Inx pour tout x élément de 10 ; +oof.

(b) Quand x tend vers O : limlnx = —oo donc, par limite d'un produit et d'une somme :

x—0
lirr(l) 2+2Inx = —oo. Comme par ailleurs lin(1) x = 0", alors, par limite d'un quotient, on a
X— X—
li(I)n f=-00.

- g . .1
Quand x tend vers +oco, on va utiliser la forme de f présentée dans la question : hrP —=0,et
X—+00 X

. Inx . . ..
hIP — =0, d'apres la propriété des croissances comparées, et donc par limite d'une somme,
X—+0o X

puis par produit par 2 : lim f=0.
+00

(¢) On peut donc dresser le tableau des variations de f :
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X 0 1 +00
—Inx + 0 -
2
fx . / \ .

3. (a) La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle ]0 ; 1] et 1 est une
valeur strictement comprise entre li(r)n f et f(1), donc l'application du corollaire au théoreme des

valeurs intermédiaires garantit I'existence d'une unique solution a 1'équation

f(x) =1 sur l'intervalle ]0; 1], qui sera notée «.

(b) Par balayage a la calculatrice, on obtient f(5) >1 et f(6) <1, donc comme la fonction f
est continue sur [5; 6], le théoréme des valeurs intermédiaires garantit 1'existence d'au moins une
solution a I'équation f(x) =1 sur l'intervalle [5; 6], et puisque 1'on avait admis qu'il n'y avait
qu'une seule solution B a cette équation sur ]1 ; +ool, cette solution est donc entre 5 et 6. Enfin,
puisque ni 5 ni 6 n'ont une image exactement égale a 1, on peut dire que f est strictement entre 5
et 6. Le nombre entier n cherché est donc 5.

4. (a) On obtient :

étape 1 étape 2 étape 3 étape 4 étape 5
a 0 0 0,25 0,375 0,4375
b 1 0,5 0,5 0,5 0,5
b-a 1 0,5 0,25 0,125 0,0625
m 0,5 0,25 0,375 0,4375
| fom) [ =123 | =-309 |=~010 |=079 |~1,03 |

Le tableau a été complété par la ligne « f(m) = Z pour montrer les affectationsa a oua b.

Le tableau précédent sera probablement considéré comme correct, mais si on interprete la question
trés rigoureusement, d'un point de vue algorithmique, on doit supposer que 1'étape 1 est l'initiali-
sation, et les étapes de 2 a 5 correspondant aux itérations de 1 a 4. Dans ce cas, pour I'étape 1 n'a
pas de valeur m, et la valeur b— a va servir a savoir si l'itération suivante va étre utile ou non.
Dans ce cas, on va écrire dans la colonne les valeurs en mémoire a la fin de 1'itération de la boucle
« Tant que », ce qui donne le tableau suivant :
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étape 1 étape 2 étape 3 étape 4 étape 5
a 0 0 0,25 0,375 0,4375
b 1 0,5 0,5 0,5 0,5
b-a 1 0,5 0,25 0,125 0,0625
m 0,5 0,25 0,375 0,4375

(b) Cet algorithme renvoie les deux bornes obtenues pour encadrer le nombre a par dichotomie,
avec une amplitude au plus égale a 0,1.

(¢) Pour que l'algorithme donne un encadrement de f avec la méme précision, il faut modifier
I'initialisation, en mettant :

Affecter a a la valeur 5.

Affecter a b la valeur 6.

Puis, dans le traitement, modifier le test « Si» pour qu'il soit : "Si f(m) > 1", afin de prendre en
compte la décroissance de f sur l'intervalle [5; 6] .

(Une autre possibilité serait d'affecter 6 a a et 5 a b, et de modifier le « tant que » pour avoir
«tantque a—b>0,1 » et alors a serait la borne haute de 'encadrement, et b la borne basse).

5. (a) Pour répondre a cette question, on commence par déterminer l'aire du rectangle, de largeur
1 et de hauteur 2 : son aire est donc de 2 unités d'aire. Il faut ensuite déterminer l'aire délimitée
par la courbe C dans le rectangle OABC, et pour cela, il faut commencer par déterminer qu'elle
est 'abscisse de l'intersection de la courbe avec 1'axe des abscisses, et donc résoudre :

f(x)=0 < 2(1+Inx) =0, c'est a dire résoudre : Inx = -1, qui par application de la fonction
1

exponentielle, donne une unique solution, qui est e™! = — .
e

Sur l'intervalle ,lafonction f est positive et continue, et donc l'aire délimitée par la courbe

1
€

. . R 1 . !
C, l'axe des abscisses et les droites d'équations x = — et x =1 est donnée par : fl f(x) dx, en
e 1
€
unités d'aire.
Pour que la courbe C partage le rectangles en deux domaines d'aires égales, il faut alors que 1'aire
sous cette courbe soit la moitié de I'aire du rectangle, c'est a dire une unité d'aire.

La résolution du probléme reviendra bien a démontrer :

1
fl fx)dx=1.
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1 1
(b) Ona f(x)=2x—+2x — xInx.En posant u =In, on reconnait alors : f=2u'+2u'u.
X X

Une primitive de f sur ]0; +oo[ estdonc : F=2u+ u?, c'est a dire F(x) =2Inx+ (Inx)?.

F(x)

1 1
Onaalors.f1 fx)dx = 1=F(1)—F(§)

)l -o-cxen

On arrive donc bien a la conclusion que le rectangle OABC est bien partagé en deux domaines de

1
fl f(x) dx=2In1+ (n1)* -

méme aire par la courbe C.
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EXERCICE 16 Métropole septembre 2013

Partie A

1. Par lecture graphique, le signe de f(x) est donné par :

+00

fx - 0

2. (a) Onsait que F est une primitive de f donc, F' = f

F(0)=f(0)=2, F'(-2)= f(-2)=0.

(b)

Cs ne convient pas car la tangente au point

d'abscisse 0 n'a pas pour coefficient direc-
teur 2 : Elle passe par B(0 ; —1,5) (envi-

ron) et I(1; 0) donc le coefficient directeur
yi-ys _

de cette tangente est oy = 1,5, donc C3

ne convient pas.

C» ne convient pas car la tangente au point
d'abscisse (—2) n'a pas pour coefficient di-

recteur 0.

C, ne convient pas, la tangente horizontale
semble plutdt concerner le point d'abscisse

(=0,5) de la courbe.

Il reste donc C;

Partie B :

1. (a f'(x —er¥y (x+2)e%x X % donc

Annales 2011-2016 : fonctions

f1x) =L@+ x+2)e2%, donc f/(x) = L(x+a)ez”.

(b) On sait que la fonction exp ne prend que des valeurs strictement positives, donc f'(x) est du
signe de (x+4), et donc le sens des variations de f est donné par le tableau :

X —00 -4 +00
) - 0 +
f N (2e?

Il y a donc bien un minimum en x = —4
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2. (a) si x>(-2), f(x) >0 vuson expression, donc sur [0; 1] f est positive, continue (car
produit de fonctions continues), son intégrale sur [0; 1] est donc l'aire en unité d'aire de la surface
entre la courbe de f, I'axe des x et les verticales d'équations x =0 et x =1 (en unité d'aire).

\]

(B) 2V () + u@'(0) =2 (1 x et + xx Jei*] = 2+ pet*
Ainsi on voit bien que f est une dérivée : f = (2uv)’ ; donc (2uv) est une primitive de f .

(¢) L'intégrale I se calcule a l'aide d'une primitive de f donc I = [2u(x)v(x)](1) = [2xe%x](1) =

2ez =24/e

NI—=

3. (a) Faisons un tableau des valeurs successives de k et s pendant le déroulement de 1'algo-
rithme pour n=3 :

Variables : k et n sont des nombres entiers naturels. k s

s est un nombre réel.
Entrée : Demander a 'utilisateur la valeur de n. 0 0
Initialisation : ~ Affecter a s la valeur 0.
Traitement :  Pour k allantde 0 2 n—1 0 0+17(9)

. 1 (k
IAffecteraslavaleurs+nf(n). 1 %f(%)+%f(é)

Fin de boucle.

Sortie : Afficher s. 2 | 3f(Y+ir3)+3r(3)

Le traitement est alors fini car k a atteint la valeur (3 —1) ce qui a été suivi de la nouvelle valeur
' 10V, 1pe(ly,1,(2
de s, l'affichage estalors 3 f(3)+3f(3)+3/(5).

or chacun de ces trois termes est 1'aire d'un des trois rectangles (largeur obtenue en divisant I'unité
par n =3, leurs longueurs successives sont f(3), f(3); f(%).
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1

(b) D'une facon générale l'affichage de l'algorithme obtenu aprés n boucles (de k=0 a
k=(n-1)) estlasomme de n termes qui sont de la forme % f (%) donc l'affichage est :

n-1 1 k
2 ()
c'est la somme des aires des rectangles « sous la courbe » et au dessus de 1'axe des x entre x =0
et x =1, leur largeur vaut % .

1
Quand 7 devient grand, s, se rapproche de 1= f f(x)dx. (cours)
0
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ExERrcice 17 Nouvelle Calédonie 2013

Commun a tous les candidats

1
Soit f la fonction dérivable, définie sur l'intervalle 10 ; +oo[ par f(x)=e*+ —.

X
1. Etude d'une fonction auxiliaire

(a) Soit la fonction g dérivable, définie sur [0 ; +oo[ par g(x) =x*e*—1.

Pour tout réel x de [0; +ool : g’ (x) =2xe* +x%e* >0 sur ]0; +oo[ (car tous les termes sont
positifs.

La fonction g est strictement croissante sur [0 ; +oo[ (car la dérivée ne s'annule qu'en 0).

(b) g0)=-1<0et g(1)=e—1>0. Dressons le tableau de variations de g :

1 +00

g (x) 1

Sl R
¢

| —

D'apres ce tableau de variations, 1'équation g (x) =0 admet une solution unique dans l'intervalle
[0;1] ; on appelle a cette solution.

g(0,703) = —0,0018 <0 et g(0,704) = 0,002 >0 donc a € [0,703;0,704].

(¢) D'apres le tableau de variationsde g: * g(x) <0 sur [0;al

* g(x)>0sur]a;+oo[
2. Etude de la fonction f

(@) limx0e* =1
0

= llmxx>0

1 .
e’ + = =+oo=limx ° f(x) =+o00
. 0 1 x x>0
limx 4 p =400
lim x+oo0e* = +o00

) 1 .
. 1 = lim x+oo0e* + — = +00 = lim x+oo f (x) = +o0
limx+oo— =0 X
X

(b) Onnote f’ la fonction dérivée de f sur l'intervalle 10 ; +ool.
1 x*e"-1 g

1
f(x):ex+;:>f’(x):ex—?— 2 2
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(¢) Pour tout x de 10; +oo[, x2>0 donc f'(x) estdu signe de g (x).

On dresse le tableau de variation de f :

X 0 a +00
gx) | -1 - +
f'x) - +
+00 +00
fx)
f(a)

(d) D'apres son tableau de variation, la fonction f admet le nombre f(a) comme minimum sur
son intervalle de définition.

1
fla)y=e%+ pE Or a est la solution de I'équation g (x) =0 donc

2 2

1
=1 < e?=—.

e?-1=0< a 5
a

ga)=0<<=a
e 1 ) ‘ , . .
Onen déduitque f(a) = —+— etonadonc démontré que la fonction f* admettait pour minimum
ac a
1

sur ]0; +oo[ le nombre réel m=— + —.
a’ a

(e) On a successivement(en valeurs approchées) :

0,703 < a <0,704 0,703 < a < 0,704

0,4942 < a? < 0,4957 L r 1
) ) ) 0,704 " a 0,703
< —= <
0,4957 a?  0,4942

1
1,420 < — < 1,423
a

1
2,017 < — < 2,024
al

1 1

donc par somme : 2,017 +1,420 < —+=< 2,024+ 1,423 et donc :
as a

3,43<m< 3,45
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ExERcicE 18 Polynésie 2013

Commun a tous les candidats

1. (a) o Les coordonnées du point d'intersection de la courbe % avec l'axe des ordonnées
est le point de coordonnées (0; f(0)) soit (0; 2).

o Les abscisses des points d'intersection de la courbe % avec 1'axe des abscisses sont les solu-
tions de 1'équation f(x) =0.
On applique la régle du produit nul en sachant que e ™ #0 :
f)=0ex+2=00x=-2.
Le point d'intersection de ¢ avec 1'axe des abscisses a pour coordonnées (-2 ; 0).

(b) Remarque : la fonction (x—e™) peut étre considérée comme une fonction composée
x — —Xx suivie de 1'exponentielle

ou bien comme un quotient (e‘x = —x) .
e

lim e =+oc0 .
X——00 par produit lim f(x) =00
X——00 ’

lim (x+2)=-oc0 =
X——00

La méme stratégie menée en +oo conduit 3 la forme indéterminée « +oox0 » car lim e *=0.
X—+00

. x 2

Mais, VxeR, f(x) = —+ —.
er ef
. X . . 2 par somme :
lim — = 0théoreme de croissance comparée lim — =0 . lim f(x)=0
x—+oo gX x—+oo eX X—+00

L'axe des abscisses est donc asymptote a 4 en +oo.
(¢) f estdérivable sur IR, car composée et produit de fonctions dérivables sur IR et, Vx € R,
flf)=e*—(x+2)e™*=—(x+1e™*.

Comme e * >0, f'(x) est donc du signe de —(x+1).D'oll le tableau de variations :

X —00 -1 +00
) + 0 -
e
[
. / \ .
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2. (a) 1,642
Variables :  k est un nombre entier
N est un nombre entier
S est un nombre réel
Initialisation :  Affecter a S la valeur 0

Pour k variant de 0 a N-1

1 [k
Affecter a S lavaleur S+ —f (—)
N° \N

(b) Traitement :

Fin Pour
Sortie :  Afficher S

3. (a) Sur [0; 1], f est continue et positive, donc 'aire ./ du domaine &, exprimée en unités

1
d'aire, est donnée par o7 = f f()dt. Comme g est une primitive de f sur IR, on a donc :
0
4
o =[g(0)]y=g1)—g(0) = —de' +3 =3~ -

4
(b) avec la calculatrice, 3— ——-1,642=0,113
e
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EXERCICE 19 Pondichéry 2013

Commun a tous les candidats
Partie 1

h®) = 1+ be 0,04t

On sait qu'initialement, pour ¢ =0, le plant mesure 0,1 m et que sa hauteur tend vers une hauteur
limite de 2 m.

o Par propriété de la fonction exponentielle, tlirp 1+ be %% = 1 donc par quotient
—+00
lim h(t)=a,
t—+oo
d'apres 1'énoncé on a donc a=2.
o h(0)=01= —=01 = b=—7-1=19
1+b 0,1
Partie 2
H=————
U 1 +19e-0:04¢
2 -0,041 1 u' ' -0,041
1. f estdelaforme — avec u(f) =1+19e™ donc f =—-— avec u (1) = -0,76e "%,
u u

soit (confusion a ne pas faire entre fonction u, 1’ et valeursen ¢ ...)

2x0,76e7004
f=————s.
(1+19e-0047)

Pour tout t€[0; 250], f/(t) >0 donc f strictement croissante sur I'intervalle [0 ; 250].

2. Le plant de mais atteint une hauteur supérieure & 1,5 m se traduit par h(f) >1,5
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2
_— > 1,5
1+19e-0.04¢
2
o — -1 > 19¢7004¢
1,5 1
- s e 0041
57
1
= In|— > —0,04¢
57
& —-In57 > -0,04¢
In57
=S — <

0,04

In57
Or — =101,08.
0,04

’

11 faut donc un peu plus de 101 jours pour que le plant dépasse 1,5 m.

3. (a) Pour tout réel ¢ appartenant a l'intervalle [0 ; 250] on a

260,041,‘ 280’04t

e0,04t 4 19 ~

20041
1~ 0% 1 19e00ir) 1 D)

~50a7)
0,041

e0.041(] 4

F(1) =501n (€®%! +19) est de la forme 50Inu(z) avec u(f)=e%%"+19 et u(z)>0 sur R.
!

u :
donc F' =50— avec u/(r) =0,04e%%4  soit
u

0 0460’04[ 260,04t
)
e00r 119 004419

F'(£) =50 x = f(1).

F est donc bien une primitive de f sur l'intervalle [0 ; 250].
100

T a— ndt.
100 —-50 Jso F@

(b) Par définition la valeur moyenne de f surl'intervalle [50; 100] est p =

1
== [F(O150° = In(e* +19) — In(e* + 19) = 1,03.

La hauteur moyenne du plant entre le 50¢ et le 100° jour est de 1,03 m.

4. D'apres le graphique, la vitesse est maximale lorsque la pente (coefficient directeur) de la tan-
gente a la courbe est maximale, soit a ¢ =80, la hauteur du plant est environ de 1,15 m.

Annexe (Exercice 1)
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2,0

hauteur (en metres)

y=2

temps ¢ (en/jours)

160

I I
180 200 220
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EXERCICE 20 Amerique du Nord 2014

Commun a tous les candidats
Partie A : Positions relatives de C retD

Soit g la fonction définie sur 'intervalle [0 ; +oo[ par g(x) = f(x) —(x—3).

1. Pour tout réel x de l'intervalle [0; +ool,
glx)=5e*-3e 2 =¢*(5-3e™).

Comme e~ * >0 (exponentielle), g(x) est du signe de 5—3e™*.

- _ 5 5 3 . . .
5-3¢*>0e5>3 o 3 >e*oln 3 >—-x<In 5 < X ce qui est toujours vrai car
5
In[-]<0<x.
5
Finalement, pour tout réel x de l'intervalle [0; +oo[, g(x)>0.
2. Lacourbe Cy etladroite D ont un point commun d'abscisse x si et seulementsi f(x) = x—3

soit g(x) =0 ce qui n'est pas possible car on vient de voir que g(x) >0.

La courbe Cy et la droite D n'ont pas de point commun.

Partie B : Etude de la fonction g

On note M le point d'abscisse x de la courbe C r» N le point d'abscisse x de la droite D et on
s'intéresse a 1'évolution de la distance MN .

1. Comme M et N ont la méme abscisse, pour tout x de l'intervalle [0; +ool,

MN =| f(x) — (x—3) |=| g(x) |= g(x) car g(x)>0 d'apres la premiere question.

2. Si u est dérivable, (e*) = u'e“.

X X X

La dérivée de x— e™* est donc x— —e~* etcelle de x— e ™2 est x+— —2¢72%.

Pour tout x de l'intervalle [0; +oo[, g'(x) = —5e™* +2 x 3e 2% = 6e™2¥ —5e ¥,

3. g étant dérivable sur [0; +oo[, on étudie le signe de sa dérivée sur [0; +ool.

Pour tout x de l'intervalle [0 ; +oo,

Annales 2011-2016 : fonctions

gx)>0 ©6e 2 -5*>0
©6e*-5>0

5
<:>e_x>g
5
< -x2In 5

on a divisé pare™* >0

croissance de la fonction In
6
o x<In 5

6 6
En ln(g) , la dérivée s'annule en changeant de signe (+;-), donc g (ln(g)) est un maximum

pour g sur l'intervalle [0; +ool.

2 2
o5 e 25
5 6 6 36 12

La distance entre un point de la courbe C et le point de méme abscisse sur la droite D est donc

. 6 . . 25 .
maximale lorsque x =1In =] Cette distance maximale vaut o unités.

Remarque : Comme le repere est orthogonal (a priori pas orthonormé), il s'agit d'unité en ordon-
née.)

Partie C : Etude d'une aire

On considere la fonction A définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par

X
A(x)=f0 [f(5)—(t-3)]dt.

2 2
1. A2 :f [f(t)—(t—3)]dt:f g(t)dt et g >0 sur [0;2]. A(2) mesure donc (en unités
0

0
d'aires) l'aire du domaine limité par les droites d'équation x =0, x =2, la courbe C 1 et la droite
D.

(voir figure page suivante)

X

2. Lafonction g est continue sur [0;+oo[ et A(x) = f g(t)dt,lafonction A est donc dérivable
0

sur [0;+oo[ et A’ =g >0. La fonction A est donc bien croissante sur I'intervalle [0 ; +ool.
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3. Pour tout réel x strictement positif,
X
A(x) :f g dr
0

X X
=5 f e 'dt-3 f e 2ldt par linéarité de l'intégrale
0 0

1 _ X
_Zen2t

1 1
=5(-e*+1)-3 (—-e—2x + -)
2 2

=5-5e %+ e ¥ - =
2 2

3
Ax) = Ee‘zx —5e Y+ —

3 7 3 3
4, Ax)=2e e _5eF+-=2o e -5 +=-=0
2 2 2 2
On pose X=e7*
: 3 ox xS i 3v2 3
xsolutlondeae —be +§:O @XsolutlondeEX —5X+5:0
< X solution de 3X% —10X+3=0
1
@X:gouX=3

1
e *==-oue =3

3

<o x=In3oux=-In3

< x=In3

Finalement, A(x) =2 < x=1n3.

Exercice 3

équation du second degré

onrevienta x et X =e™¥

1
—lng =—(-In3)=1In3

carx>0et —In3<0

4 points
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ExERrcICE 21 Amerique du Sud 2014

Commun a tous les candidats

On désire réaliser un portail comme indiqué a I'annexe 1. Chaque vantail mesure 2 metres de large.
On modélise le bord supérieur du vantail de droite du portail avec une fonction f définie sur

l'intervalle [0; 2] par f(x)=

1
X+ Z) e ¥+ b ot b est un nombre réel.

Onnote f’ la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle [0 ; 2].

1. (a) La fonction f est dérivable sur R comme somme, produit et composée de fonctions
dérivables sur IR, donc f est dérivable sur [0 ; 2] :

flx)=1xe ™+

1
X+ Z) (—de P =e ™ —4xe ™ —e ™ = —4xe ¥

(b) Pour tout réel x, e ** >0 et pour tout x de ]0;2], x>0

Donc, pour tout x de ]0;2], —4xe™** < 0 donc la fonction f est strictement décroissante sur
[0; 2].

2. Lafonction f est strictement décroissante sur [0; 2] donc son maximum est f(0) . On sait que

. L 1 3
le maximum est 1,5 onadonc f(0) =1,5 ce qui équivauta 4_1+b: 1,5 < b:E—Z — b:Z.

5
1l faut donc que b soit égal a 1 pour que le maximum de la fonction f soit égal a 1,5.

1 5
Dans la suite la fonction f est définie sur I'intervalle [0 ; 2] par f(x) = (x + 4_1) e 4+ 1

Chaque vantail est réalisé a I'aide d'une plaque métallique. On veut calculer l'aire de chacune des
plaques, sachant que le bord inférieur du vantail est 2 0,05 m de hauteur du sol.

: e x 1) 4.5
1. Soit F la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 2] par F(x) = 2173 e+ Zx
La fonction F est dérivable sur IR comme somme, produit et composée de fonctions dérivables
sur IR ,donc elle est dérivable sur [0 ; 2] :

/ __1 —4x (_f_l)_ 74x_§_
F(x) = 4e + (—4)e =17

4 8
fx

Donc F est une primitive de f sur [0; 2].

1 1 5 1 5
——e Mg xe 4 —eT M+ = = (x+ —)e’4x+ - =
4 2 4 4 4

2
2. La fonction f est positive sur [0;2] donc l'aire du vantail est A = f fde.
0

Comme F est une primitive de f sur [0; 2], cette intégrale est égale & F(2) —F(0).
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F(2) > —8+5 t F(0) 1d F(2) —F(0) 2l 5.8
=—=¢ — e =—— donc - =——-=¢
8 2 8 8 8

Pour calculer l'aire du vantail il faut retrancher l'aire du vide de 0,05 m de haut 2 m de large et
l'aire du vantail est égale a :

21 5 4 )
F(2)-F(0)-2x0,05= 3 Ee -0,1=2,52 m~.
On désire réaliser un portail de méme forme mais a partir de planches rectangulaires disjointes de
largeur 0,12 m, espacées de 0,05 m. Pour le vantail de droite, le coin supérieur gauche de chaque
planche est situé sur le bord supérieur du vantail (voir 'annexe 2 de 1'exercice 4) et le bas de chaque
planche a 0,05 m de hauteur. Les planches sont numérotées a partir de 0 : ainsi la premiere planche
a gauche porte le numéro 0.

1. Les bords gauches des planches sont situés tous les 0,12+ 0,05 = 0,17 m donc le bord gauche
de la planche numéro k est situé a I'abscisse 0,17 x k.

L'ordonnée du point d'abscisse 0,17k est f(0,17k) mais comme chaque planche est située a une
hauteur de 0,05 m du sol, la hauteur de la planche numéro k estde f(0,17k)—0,05 en metres.

Chaque planche a une largeur de 0,12 m donc 1'aire de la planche numéro k est, en m?, égale a
(f(0,17k)—0,05) x 0,12.

2. L'algorithme suivant calcule la somme des aires des planches du vantail de droite :

Variables : Les nombres X et S sont des nombres réels
Initialisation :  On affecte a S la valeur 0
On affecte a X la valeur 0
Traitement : Tant Que X +0,17 < 2,05
S prend la valeur S +0,12(f(X) - 0,05)
X prend la valeur X+0,17
Fin de Tant Que
Affichage : On affiche S

Dans cet algorithme, S désigne la somme des aires des planches du vantail de droite, et X désigne
l'abscisse du bord gauche de chaque planche.

Comme la largeur d'une planche est de 0,12 m, il ne faut pas que l'abscisse X du bord gauche
de la derniére planche soit supérieure a 2 —0,12 ; il faut donc faire tourner la boucle « Tant que
X+0,12 <2 », autrement dit « Tant que X +0,17 < 2,05 ».
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EXERCICE 22 Antilles 2014

Commun a tous les candidats
Partie A
1. g est dérivable sur R comme combinaison simple de fonctions qui le sont, et pour tout réel

x:gx)=-1+e*.Onaalors g'(x) >0<e*>1< x>0. Le tableau de variations de g est
donc :

X —00 0 +00
g'x) - 0 +
g \ /
2

On déduit du tableau précédent que, pour tout réel x, g(x) >2>0.

2. Etude en —co. X
limx—oo(x +1) = —oo et limx—co— = —oo donc, par somme : limx—oof(x) = —co.
e

Etude en +co.

. . . . X

limx+oo(x + 1) = +oo et, par croissances comparées 11mx+oo—x = 0, donc, par somme
e

lim x+oof(x) = +00.

3. Pour toutréel x,ona:

le* — xe*
!
x) = 14—
! (e*)?
e¥(1-x)
= 1+—=
et xe¥
1-x
= 1+ —=
ex
et +l-x
= —
= e *gx.

4. On a vu plus haut que, pour tout réel x, g(x) >0, et comme par ailleurs e™* >0, on en déduit
que f’(x)>0. On obtient alors le tableau de variations suivant :
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X -0 +00
flx +
+00
f _—
-0

5. La fonction f est continue sur IR, strictement croissante. D'apres un corollaire du théoreme
des valeurs intermédiaires, 1'intervalle R a pour image IR, ce dernier intervalle contenant 0, on
en déduit que 1'équation f(x) =0 possede dans R une solution o unique.

Par ailleurs, f(—l)z—e‘1 <0et f(0O)=1>0,donc: -1<a<0.

6. (a) Latangente T a pour équation réduite :

y=f0)(x-0)+f(0) & y=2x+1.

(b) Posons, pour tout réel x, k(x) = f(x) - (2x+1), alors :

X
k(x) = x+1+—x—(2x+1)
e
X
= ="
X
= =(1=¢’)
Dressons alors un tableau de signes :
X —00 0 +00
X - 0 +
1-e* + 0 -
k(x) - 0 -

On en déduit que C est située en dessous de T.
Partie B

1. Pour tout réel x :
H@w=--e"+(x-1(-e ) =e (x+1-1)=xe " = h(x),

la fonction H est donc une primitive de &z sur R.
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2. Sur [1; 3], C estendessous de T, l'aire . A du domaine D est donc :

4
A f (Cx+1) - f(x)dx
3

3
f x—h(x)dx
1

3

x2
[? -H(x)

1
4+4e73-2e7"
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EXERCICE 23 Antilles septembre 2014

Commun a tous les candidats

Soit (E;) 1'équation : e* —x™ =0 ol x est un réel strictement positif et 7 un entier naturel non
nul.

1. e¥—x"=0 < e =x"
<~ In(*) =Inx")
— x=nlnx)

X
— —=Ink)

X
<~ Inx)——=0
n

Donc les équations (E;) et (E») sont équivalentes.

2. L'équation (E;) admet deux solutions si et seulement si 1'équation (E2) admet deux solutions.

Soit f la fonction définie sur I=]0; +oo[ par f(x)=1n(x)— X ; résoudre 1'équation (E,) revient
n

donc a résoudre 1'équation f(x) =0.

Cherchons les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition :

lino11n(x) =—00

par somme
0 x lim f(x) = —oo0
lim—=0 x>0
x—0n
X o In(x) 1
f(x) =In(x) — = peut s'écrire x — — | pour tout x de 10; +ool.
n n
In(x In(x) 1 1 dui
lim ( ):0: im L__:__<0 llaflr(l})cr)o u1t1
x—+oo X x—+oo X n n lim x ——|=-c0o«<= lim f(x)=
lim x=+ x—too X n X— 400
xodeo ¥ T T
—00
i 4 , 1 1 n-x
La fonction f est dérivable sur I et f'(x)=——-—= )
X n  nx

f'(x) s'annule et change de signe pour x=n et f(n) =In(n) - % =In(n)-1.

D'ou le tableau de variation de la fonction f :
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X 0 n +00
n—x + (ﬁ -
@ + 0 -
In(n)-1
f
—00 —00

D'apres ce tableau de variation, 1'équation f(x) =0 admet deux solutions dans ]0; +oo[ si et seule-
ment si le maximum de la fonction f est strictement positif, c'est-a-dire quand In(n)-1>0 :

Inn)-1>0«<—= Inn)>1 << n>e < n=>3

Donc on peut dire que I'équation (E;) admet deux solutions si et seulement si 7 est un entier
naturel supérieur ou égal a 3.
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ExErcice 24 Asie 2014

Commun a tous les candidats

1

Soit g la fonction définie sur [-1; 1] par g(x) = 22 €% +e~ %) ol a est un réel strictement
a

positif.

On définit sur [0; +oo[ la fonction f par f(x)=(x— De2*—1-x.

1. La fonction f est dérivable sur [0; +oo[ comme somme, produit et composée de fonctions
dérivables : f'(x) =1 x e+ (x—1)x2e—1=2x-1)e2* -1

flo)=-e"-1=-2

xl—i>r-+l:loo(2x_ 1) = +00 | par produit . 2% . /
_ N _ - = lim 2x-1e™ =+oco= lim f'(x)=+o0
lim e*=+4+c0o= lim e X—+00 X0

X—+00 X—+00

= 400
2. f"(x)=2xe®*+(2x—1) x 2e** = (2 +4x — 2)e>* = 4xe>*

3 Pour tout x, e2* > 0 donc la fonction f" est strictement positive sur ]10; +ool, et donc la
fonction f’ est strictement croissante sur [0; +oo .

La fonction f’ est continue [0; +ool.
flo=-2<0

. / _
Jim 100 = oo

donc, d'apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, on peut dire que 1'équation
f'(x) =0 admet une solution unique dans l'intervalle [0; +oo[ ; on appelle xo cette solution.

On aurait pu également établir le tableau de variations de la fonction f'.

4. (a) D'apres la question précédente :

f'(x) <0 sur [0; xo[ donc f est strictement décroissante sur [0; xo] ;

f'(x) >0 sur Jxp; +ool donc f est strictement croissante sur [xg; +ool .

fO)=-1xe"-1=-2<0

<0 tout x € [0; =5 <0
[ est décroissante sur [0; xg] } =/ pour tout x € [0; xo] fxo)

(b) f@2)=1xe*-1-2=¢*-3%51,6>0

e Lafonction f est strictement croissante sur [xg; +ool .
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e La fonction f est continue sur [xg; +oo].
* f(x) <0

« f@2)=e*-3>0

donc, d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, on peut dire que 1'équation
f(x) =0 admet une solution unique dans l'intervalle [xg; 2] .

f(2)>0 et f eststrictement croissante sur [2; +oo[ donc 1'équation f(x) =0 n'a pas de solution
dans l'intervalle [2; +ool.

Comme f(x) <0 sur [0; xp], 1'équation f(x) =0 n'a pas de solution dans [0; xp] .

On peut donc dire que 1'équation f(x) =0 admet une unique solution dans l'intervalle [0; +ool et
que cette solution appartient a l'intervalle [xg; 2] ; on l'appelle a.

En utilisant la calculatrice,on trouve a = 1,20.

Pour déterminer une valeur approchée de xqy a la calculatrice, on peut programmer la fonction f
et utiliser le tableau de valeurs, ou utiliser le solveur si la calculatrice en posséde un.

1

5. On admet que la longueur L de la chalne est donnée par l'expression L= f (e™ +e ) dx.
0
ax

La fonction x— e** oli a # 0 a pour primitive x — — donc la fonction x — e +e™%* a
o

ax e*ﬂx 1
pour primitive la fonction x — — + soit x+— — (e%* —e~4%) .
a —-a a
! ax —ax 1 ax —ax ! 1 a —-a 0 0 a a
L:f (e™+e ) dx=|—=(e""—e )| =|=(e“—e9)|-|=(e"-¢")| == (e?—e79)
0 a 0 a
:L(elz e 1?)~2,52
1,2
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EXERCICE 25 Centres Etrangers 2014

Commun a tous les candidats

Les parties A et B sont indépendantes

1. On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 1] par :

fi(x) = 4x% - 6x% +3x.

(@ e f1(0)=0 :évident;

e fill)=4-6+3=1;

e f1 fonction polynome est dérivable sur [0 ; 1] donc continue sur cet intervalle ;

o fi(x)=12x*-12x+3=3(4x*—4x+1)=3(2x-1)> >0 sur R donc sur [0; 1].

f1 est donc bien une fonction de retouche.

(b) 1l semble que la courbe coupe la droite d'équation y = x pour x=0,5.
On peut vérifier que f1(0,5) =0,5.
Onadonc fi(x) <x < x>0,5.

Ce résultat signifie que f; éclaircie les nuances codées par un nombre inférieur a 0,5 et inversement
pour celles codées par un réel entre 0,5 et 1.

2. (a) f> estune fonction dérivable car composée de fonctions dérivables, donc g 1'est aussi et :
_e—-1 _e—l-1-(e—-Dx (e—-2)—-(e—1x
1+(-Dx  l+E-Dx = l+E-Dx

(b) Comme e > 1, le dénominateur est positif comme somme de termes positifs ; le signe de

g =Lfx-1

g'(x) est donc celui de son numérateur ; or

e—2
e—-2—-(e-1Dx>20<—=e-2=2(€-1x < —1>x
e_

e—2
Ona — =0,418.
e—1

e—2
On a donc avec 1 =a,

g'(x) >0 < x<a etde méme
gx)<0 = x>a.
La fonction g est donc croissante sur [0 ;al, puis décroissante sur [a ; 1].

g adonc un maximum g(a) =0,12.
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(¢) D'apres la question précédente sur I'intervalle [0 ; a] la fonction g est continue et croissante
de g(0)=0a g(a)=0,12.

Comme 0,05€ [0; a], il existe une valeur unique o« de [0; a] telle que f(a)=0,05.

On démontre de méme (avec g décroissante) que sur [a ; 1] il existe un réel unique B tel que
g(B)=0,05.

On admettra que : 0,08 <a<0,09 etque: 0,85<p<0,86.

Partie B

1. Cet algorithme calcule le nombre de nuances par palier de 0,01 pour lesquelles la modification
est perceptible visuellement.

2. On applique l'algorithme a la fonction g = f> — x. Il calcule toutes valeurs telles que g(x) >
0,05.

Ce sont d'apres la question précédente toutes les nuances comprises entre 0,09 et 0,85 : I'algorithme
doit donc retourner : c=85-9+1=77.

Partie C

1. (a) f; produit de fonctions positives sur [0 ; 1] est positive sur cet intervalle. On a donc :

1 1 1
_ (2-1) g L]t L
Ap fo xe dx Z[e ]0 2(1 e ).
(b) Ona f,(0)=-15+15=0 et comme il est admis qu'elle est une fonction de retouche elle est
croissante sur [0 ; 1], donc positive sur cet intervalle. On a donc :

1 60 1
=| [4x-15+—|dx=[2x*-15x+60In(x+4)],=
Ap, fo(x x+4) x=[2x x n(x+4)],
2-15+60In5-60In4 =-13+60In3 .

1
2. Ona Ay, = E(1—e—1) ~0,316 et Ap, =-13+60In2 ~0,389.

C'est la fonction f; qui éclaircit le plus I'image.
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Annexe

Courbe représentative de la fonction f;

1,0

0,5 1,0
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1
EXERCICE 26 Liban 2014 D'apres ce tableau de variations I'équation A(f) = 3 admet une solution unique sur l'intervalle
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; +oo[ par f(x) = xe . On note C la courbe repré- [0; +oo[
sentative de f dans un repere orthogonal.
Partie A (b) Sur le graphique ci-joint, on obtient a = 1,7
1. fllx)=e*—xe*=(1-xe~ 4. (a) gx)=e*-(x+e*=-xe "
e™™ étant toujours strictement positif, f’(x) sera du signe de 1—x. (b) On remarque que g'(x) = — f(x), d'ol

Il s'ensuit que

t t
A(t):[ f(x)dx:f —g'(x)dx:[—g(x)]é:—g(t)+g(0)=1—(1+t)e_t
flx)>0 sur [0,1] et f'(x)<0 sur ]1, +oof 0 0

1 _ 706~
f est donc croissante sur [0, 1] et décroissante sur ]1, +oof. © A©)=1-7e 0,98

yl\
2. Onsait que lirP xe~* =0, ce qui signifie que 'axe des abscisses est une asymptote horizontale 1,0
X—+00
ala courbe C 0.9 1
08
Partie B 0,7 r
Soit A la fonction qui a tout réel ¢ de l'intervalle [0 ; +oo[ associe l'aire, en unités d'aire, du o0/6 - oo™ :
domaine délimité par I'axe des abscisses, la courbe C et les droites d'équations x=0 et x=¢. 05
1. Comme la fonction f est continue et positive sur l'intervalle [0; +oo[ alors 04 1
03 C
¢ 02
At)=| flx)dx
0 01
et donc, pour tout € [0; +oo[ A'(r) = f(1) 0 e . 3 3 7] >

Comme [ est positive sur l'intervalle [0 ; +oo[ il s'ensuit que la fonction A est croissante sur
[0; +oof.

2. On peut en déduire que la fonction A a pour limite 1 en +oco.

3. (a) Dressons le tableau de variations de la fonction A sur [0; +oo[ :

x |0 +00
A +
1
A /
0
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EXERCICE 27 Métropole septembre 2014

Commun a tous les candidats

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans un repére orthonormé (0;7,7 ), une courbe C et la
droite (AB) ou A et B sont les points de coordonnées respectives (0; 1) et (—1; 3).

On désigne par f la fonction dérivable sur R dont la courbe représentative est C .

On suppose, de plus, qu'il existe un réel a tel que pour tout réel x, f(x)=x+1+ axe ™ .

1. (a) Le point A a pour abscisse 0; f(0) =1 donc C passe par le point A (0;1).

YB—YA _ 3-1

(b) Le coefficient directeur de la droite (AB) est
xgp—xpn —-1-0

=-2.

(¢) D'apres la formule (") = u'e" et la dérivée d'une somme et d'un produit :

fl(x)=1+0+ ae™ +ax(=2x)e ™ =1-a (2x*-1) e

(d) On suppose que la droite (AB) est tangente a la courbe C au point A ; cela veut dire que le
coefficient directeur de (AB) est égal au nombre dérivé de la fonction f en xa soit f(0).

Onadonc f/(0)=-2 < 1-a(0-1)e"=-2 < 1+a=-2 < a=-3
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2. D'apres la question précédente, pour tout réel x, f(x) = x+1— 3xe ™ et o)y =1+
3(2x2—1)e .

(Wx e, e >0
Vxe]l-1;0], -3x>0

par somme

Vxe€l—-1; 0], x+1-3xe >0

par produit
.2
}Vxe]—l ; 0], =3xe™ >0

Vxel-1;0], x+1>0
Donc, pour tout x de ]—-1; 0], f(x)>0.
(b) Si x<-1,alors x> >1 donc 2x* > 2, donc 2x?>—~1>1 etdonc 3(2x*>-1)>3.

Comme pour tout x, e™* > 0, on peut dire que pour tout x < —1, 3 (2x*-1) ¥ 50 (par
produit). Donc, pour tout x < -1, f'(x)=1+3(2x*-1) e >0.

(¢) Sur ]-

donc sur l'intervalle

00; —1], f'(x) >0 donc la fonction f est strictement croissante sur cet intervalle
3

-=; —1] .
2

) ~—-0,026<0 et f(—1)=1,10>0 donc, d'apres le corollaire du théoréme des valeurs

Or f|-—=
7(-3
intermédiaires, 1'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle

3
——;—1| ; on
2

I'appelle c.

3 3 3
Or f(—§+2.10*2):0,017>0 donc ce —5;—§+2.10*2

3
et donc c< -3 +2.1072.

3. On désigne par A l'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine défini par :

c<x<0 et 0Sy<f(x)
0
(a) Comme f(x)>0 sur [c;0], alors Azf fx)dx.
c

0
(b) On admet que l'intégrale 1= f . f(x)dx est une valeur approchée de A a 1073 pres.
“2

Pour calculer la valeur exacte de I, il faut déterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle
3
[— - 0] .
2
%2

La fonction x+— x+ 1 a pour primitive la fonction x— > +x.

. — 42 e . 2 .
La fonction x— —2xe™*" (forme u'e") a pour primitive la fonction x— e™*" donc la fonction

_y2 e . 42
x+— —3xe™" a pour primitive la fonction x— 3 e .
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La fonction f a donc pour primitive la fonction F définie par F(x) =
. 3 3 (9 3 3 9 15 3
D'apres le cours : I=F(0) —F(——) =—— (— ——+—e 4) =———¢
2 2 \8 2 2 8 2
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EXERCICE 28 Polynésie 2014

Commun a tous les candidats
Soient f et g les fonctions définies sur R par

fx)=e* et gx)=2e2-1

Onnote Cy et Cg les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthogonal.

1. Intersection de deux courbes :

X X = e% X
Mx; 1) €CrnCy = f(x)=g(x) = e =2e2-1 < —e?
(y)€Crnte = J() =g {X2—2X+1=(X—1)2:0
Ainsi M a pour coordonnées (0; 1) .
f=e"= =1 ; gx=ez=g0)=1
En M, leurs tangentes ont, toutes deux le méme ccefficient directeur 1,
elles ont donc méme tangente A d'équation y—1=1(x-0) <= y=x+1.
2. Etude de la position relative de la courbe Cg et de la droite A
Soit & la fonction définie sur IR par h(x) = 2e2 —x—2.
(a) Limite de la fonction & en —oco :
lim h(x)= lim (-x)=+ococar lim ez =0
X——00 X——00 X——00
(b) Pour tout réel x
e? 2 2 2 .
x(T—l——):;éxez x——x—x—=2e2 —x-2=h(x)
3 x x X
Limite de la fonction & en +oo :
. . e’ .2 &K
lim h(x)= lim xx— =+oo, car lim —=0et lim —=+oc0
X—+00 X—+00 5 X—+00 x X=%—+00 X

(¢) Fonction dérivée de la fonction h sur R :
1 X X
H(x)=2x Eef -l=ez-1

X X X X
h’(x)>0<=>ei>1<=>§>0<=>x>0eth'(x)<0<=>e§<1<:>§<0<=>x<0

(d) Tableau de variations de la fonction % sur IR :
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X —00 0 +00
g'x) - 0 +
+00 +00
g(x) T 0 _—

(e) Lafonction h possede un minimum en 0 qui est 0. Donc :
Vx, xeR, h(x)>0<:>26§—x—2:26%—1—x—1>0<:>26%—12x+1
(f) Ainsi la courbe Cg se trouve au dessus de la droite d'équation y = x+1 qui est la droite A.

l—=x=0
3. Etude de la position relative des courbes Cy et Cg

x 2
(a) On a vu plus haut (question 1.) que, pour tout réel x, (ei - 1) =f(x)—gx)>=0.
(b) Ainsi la courbe Cy se trouve au dessus de la courbe C .

Ainsi, |f(x)-gx)| = (f(x)-gx)).

4. Aire A du domaine compris entre les courbes Cy et Cy et les droites d'équations respectives
x=0etx=1:

1 1 1 1 1
A:f |f(x)—g(x)|dx:f (f(x)+g(x))dx:f ede—4f le%d“f dx
0 0 0 0 2 0

x11
= [e"]g—4e? | +lxlj=e—1-de? +4+1=c—4vE+4=0,123

4 €1
Cn
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EXERCICE 29 Pondichéry 2014

Commun a tous les candidats

f est une fonction définie et dérivable sur IR, et f’ est la fonction dérivée de la fonction f .
Dans le plan muni d'un repére orthogonal, on nomme C; la courbe représentative de la fonction
f et C la courbe représentative de la fonction f' ;A (0;2)€Cy etB(0; 1)eCs.

1. La fonction f est décroissante puis croissante, donc la fonction dérivée doit étre négative puis
positive, ce qui élimine la situation 3.

Si la fonction dérivée est représentée par une droite comme dans la situation 2, c'est que la fonction
f est une fonction du second degré ; donc sa représentation graphique posséde un axe de symétrie
vertical. Ce n'est pas le cas donc on peut éliminer la situation 2.

La bonne situation est donc la situation 1.

2. Ladroite A tangente a la courbe C; en A d'abscisse 0, a pour équation y = f'(0)(x—0) + f(0).
f(0) est 'ordonnée de A donc f(0) =2 ; f'(0) estl'ordonnée du point B donc f'(0)=1.

L'équation réduite de la tangente estdonc : y=x+2.

3. On sait que pour tout réel x, f(x)=e *+ax+b ol a et b sont deux nombres réels.

(@) f0)=2 <= e’+2x0+b=2 < 1+b=2 < b=1
(b) b=2donc f(x)=e*+ax+1 donc
flx)=—e*+a;or fl0)=1 < —e"+a=1 < l+a=1 < a=2

Donc f(x)=e™*+2x+1

4. Onavuque f'(x)=—e*+a etcomme a=2, f'(x)=—-e*+2.
flX)>0 = e +2>0 <= 2> < In2>-x < -In2<x

Donc : * la fonction f est strictement décroissante sur | —oo;—In2] ;
* la fonction f admet un minimum pour x = —In2;
» lafonction f est strictement croissante sur [—1n2;+ool.

X

S. Onsaitque lim e ™™ =0 etque lim 2x+1=4o0 donc, par somme, lim f(x)=+oc0.
Xx—+00 X—+ X—+00

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = f(x) —(x+2).
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1. (a) g =fx)-1=-e*+2-1=-e" +1.
gX)>0 = e *+1>0<= 1> <= Inl>-x < x>0
Donc g est strictement décroissante sur R_, et strictement croissante sur R ; la fonction g

admet donc un minimum en x = 0. Ce minimum vaut g(0) = f(0)—(0+2)=2-2=0.

(b) D'apres la question précédente, pour tout réel x : g(x) >0 donc f(x)—(x+2) 20 <
f(x) = x+2 ce qui veut dire que la courbe C; est au-dessus de la droite A sur R.
2. On avu que la courbe C; était au dessus de la droite A sur IR donc c'est vrai sur [-2;2].

De plus, la courbe C; et la droite A sont toutes les deux au-dessus de l'axe des abscisses sur
l'intervalle [-2;2].

L'aire de la partie grisée est égale a la différence de l'aire sous la courbe C; entre x = -2 et x =2,
et l'aire sous la droite entre x=—-2 et x=2.
2 2 2 2
Autrement dit cette aire est égale a f fx)dx— f (x+2)dx = f fx)-(x+2)dx = f g(x)dx
-2 -2 -2 -2

gx)=e *+2x+1-x-2=¢*+x-1;

donc g a pour primitive la fonction G telle que G(x) =—-e™*+ r X.

2 2

2
f gx)dx=G@2)-G(-2)= |-e ¥+ % —-Xx
-2

-2
=—e2+2-2+e2-2-2=¢e?—e 24

~ 3,25 unités d'aire.
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ExERcICcE 30 AmeriqueNordS2015-exo0-4.tex

1. La fonction est la somme des fonctions x — In(x) et x+— x—3, toutes deux strictement crois-
santes sur |0 ; +ool, elle est donc strictement croissante sur cet intervalle.

Remarque. On pouvait également dériver la fonction u et constater que la dérivée est strictement
positive sur l'intervalle considéré.

2. Remarquons que la fonction In conserve les inégalités strictes puisqu'elle est strictement crois-
sante.

Calculons u#(2) =In(2) -1 or In(2) <In(e) =1 car e >2. On prouve ainsi que u(2) <0.
D'autre part, u(3) =1n(3) or In(3) >In(1) =0 car 3> 1, ce qui montre que u(3) >0.
Notons également que u est continue comme somme de fonctions continues.

Nous sommes donc dans les conditions d'application du théoréme des valeurs intermédiaires.

0 possede ainsi un antécédent par u dans l'intervalle [2; 3]. Comme u est strictement monotone
sur 10 ; +ool, cet antécédent a est unique sur ]0 ; +ool.

Remarque. Ici, on pouvait également expliquer que l'on constate a la calculatrice que u(2) <0 et
u(3) > 0. Mais cet argument est nettement moins satisfaisant d'un point de vue du raisonnement.

3. Compte-tenu du sens de variation de u,ona:

u(x) - 0 +

1 . .. P
1. Nous savons que lim — = +oo et lirr(l) In(x) = —oo . Par opérations sur les limites, on en déduit
xa

x—0 X
x>0 x>0
que :
lim f(x) = 400
x—0
x>0
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2. (a) f est dérivable sur ]0; +oo[ comme sommes et produits de fonctions dérivables sur
10; +o0ol.
Pour tout x>0 :

1
fl= = (In(x) —2) + 2.

1)1
1- —) —. En réduisant au dénominateur x
x)x
1
= —z(ln(x) -2+x-1)
X
1
= —2(ln(x) +x-3)
X

1
= Eu(x)

(b) Pour tout x>0, x*> 0. Ainsi le signe de f’ est celui de «.On en déduit que f est stric-
tement décroissante sur |0 ; «] et strictement croissante sur Jo ; +oo] .

1. Un point M (x; y) appartient aux deux courbes 2 la fois lorsque :

y fx) — y = In(x) — y = Inkx)
y In(x) fx) = In 0 fx) —In(x)
On calcule :

fx)—In(x) = (1 - i) (In(x) —2) + 2 —In(x). On réduit au dénominateur x :
= % [(x=1)(In(x) —2)+2x— xIn(x)]
= % [xIn(x) —2x—In(x) + 2+ 2x — xIn(x)]

1
=—(2-In(x)
X

Or 2—-In(x) =0 n'a qu'une solution qui est x = e?.

Les deux courbes se coupent donc en un unique point d'abscisse x = e? etd'ordonnée y =In (ez) =
2.

Page 116



TS Annales 2011-2016 : fonctions

2. On utilise la linéarité de l'intégrale :

82 —
sz 2-Int)
1

X

e? e?
= Zf ldx—f Inx) dx
1 X 1 X
(x)

oL 1 o In ..
Or In est une primitive de x — — et H est une primitive de x — ——. Ainsi :
b X

I=2[In()]¢ - [Hx)E
=2(In(e*) -In(D) - % (ln ()’ —ln(l)z)
=2

L'aire délimitée par C, C', et les deux droites d'équations x =1 et x = e? est donc égale a 2.
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Exercice 31 Antilles 2015

Commun a tous les candidats

Partie A

1. Pour toutes les courbes, on a g,(1) = a. Donc on a de bas en haut les courbes I'o 05, I'o1,
I'o,19 et o4 .

2. Les courbes g5 et I'p; semblent sécantes 2 C en deux points ;

La courbe T'y19 semble étre tangente a C ;

La courbe I'g4 et C semblent ne pas étre sécantes.

1l semble donc que :

-si 0<a<0,19, I'; et C ont deux points communs ;

-si a=0,19, Tp19 et C ont un point commun ;

-si a>0,19, I'; et C n'ont pas de point commun.

Partie B

2

1. C et Ty, si et seulement si hy(x) = 0. Si m(x ; y) € Ccapl'y, alors Inx = ax* —

Inx—ax?*=0 < hy(x)=0.

Le nombre de points communs & C et ', est donc égal au nombre de solutions de 1'équation
ha(x)=0.

_1
x |0 V2a +00
R, (x) + 0 -
—1-In(2a)
2
hg(x) / \
2. (a) %
1 1-2ax?
Onaen fait : h(x)=—-2ax=———.
X 2ax
Comme x>0 et a>0, le signe de hl,(x) est celui de 1-2ax?.
1 1
Orl1-2ax?=0<< 1=2ax? < —=x? < x=—.
2a V2

D'ou le tableau de variation de &,

Annales 2011-2016 : fonctions

1
(b) On sait que xlim nx_ 0.

—+oo x

Inx

Comme hg,(x)=x (T —Zax) ,onadonc :

. Inx . ..
lim — —2ax = —oo et par produit de limites :
x—+00 X

. (lnx )
lim x|— —2ax|=-c0.
X—+00 X

3. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose que

a=0,1.

(@) ho1(x)=0 < Inx—-0,1x*>=0.

Soit i la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par i(x) =Inx -0, 1x?% ; cette fonction est dérivable sur
10 ; +ool et sur cet intervalle :

. 1
i'(x)=—-0,2x.
X
1
or i'(x) =0 < ;—0,2x=0 = 1=0,2x% < 5=x%2 < x=+5.

1
On a de méme i'(x) >0 < ;—0,2x>0 — 1>0,2x%2 < 5>x%* < x<V5.

Sur l'intervalle 10 ; v/5[, la fonction i est continue et strictement croissante de —oo a Inv/5—

1
0,1x (\/5)2 = 3 In5-0,5~0,3>0 :1lafonction i s'annule donc une seule fois sur cet intervalle.
On admet que cette équation a aussi une seule solution dans l'intervalle /5 ; +oo| .

(b) D'apres la question précédente la courbe T, et C ont deux points communs : I'un sur ]0; v/5[
et l'autre sur |v/5; +oo|.

4. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose que

_1
a_Ze'

o . R —l—ln% —1+Ine
(a) Le tableau de variations montre que le maximumde k1 estégala 5 = 5 =
2e
1.2

(b) Le maximum étant nul, on en déduit que h1 (x) <0 < Inx < 3¢ X° ; autrement dit C est
2e

sous I'1 , sauf pour x = = y/e ol elles ont un seul point commun.
2e

-

1
226
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5. Onavuque C et I'; n'ont aucun point d'intersection lorsque 1'équation h,(x) =0 n'a pas de
solution, c'est-a-dire lorsque le maximum de la fonction h, est inférieur a zéro, soit :
—-1-1n(2a)

> <0 < -1-In2a) <0 < In2a>-1 < elf2d5¢e1 —

1
2a>e¢ ! = a>2—:0,18394:0,19.
(&)

ANNEXE a rendre avec la copie
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EXERCICE 32 Centres Etrangers 2015

Candidats n'ayant pas choisi I'enseignement de spécialité
Un atelier de design propose deux dessins possibles, représentés ci-dessous :

Annales 2011-2016 : fonctions

Le point G est situé sur la droite (AE) . Les points A et E ont pour coordonnées respectives

2 3
(0;0) et (5’ 1) . Donc la droite (AE) a pour équation y = Ex.

3 3 2 4
Ge (AE) d'équation y = Ex donc yg = EXG' Comme yg = 3 on déduit que xg = 3

D E C D E C
. , 4 2
I Le point G a pour coordonnées (5, §) .
[
r [
r G : 1. (a) D'apres le texte, I'ordonnée yg du point E est égale a 1 et ce point appartienta Cy donc
G
| t t e-1
| : fp)=yg = InRxg+1)=1 <= 2xg+1=¢ < xg= 5
! |
: s : (b) L'abscisse du point G vaut 0,5 et le point G appartienta Cy ; donc :
: s : fxg)=yc <= f(0,5)=yc < In2=yg
: I Le point G appartient aussi a2 Cg donc :
' |
| L 1- XG 1-0,5
A H B A K B g(xG)=yG<=>k( )=yG<=>k( ’ ):ln2<=>k=1n2

Proposition A Proposition B

Pour mener les études qui suivent, on se place dans le repere orthonormé (A ; AB, AD
Dans cette proposition les trois lignes sont des segments et les trois aires sont égales : r =

e Le point E est situé sur la droite (CD) donc son ordonnée vaut 1.

AD x DE
Le nombre r est l'aire du triangle ADE qui est égale a aoxeE .

. . .1 .
De plus, cette aire doit valoir 3 eton saitque AD=1.

ADxDE 1 . 2
Donc —— = — entraine DE=—.
2 3 3

2
Les coordonnées de E sont donc (5, 1) .

* Soit H le pied de la hauteur issue de G dans le triangle ABG ; donc GH est I'ordonnée du

point G.
AB x GH 1 x GH

2

1
L'aire s du triangle ABG est : .Or AB=1et s= 3’ donc :

2 2
GH = 3" L'ordonnée yg de G est 3

2. (a) Soit F la fonction définie sur R} par F(x) = (x+0,5) xIn2x+1)—x.

).

=

[SSRI

F'(x)=1xInx+1)+(x+0,5) x

F est dérivable sur R} et:

2xr1 -1=I2x+1)+1-1=In@x+1) = f(x)

Donc f a pour primitive F sur R} .

(b) Soit K le projeté orthogonal de E sur (AB). Comme le point E a pour abscisse

. .. L. e—1 ,
que la fonction f est positive, l'aire sous la courbe entre O et 5 est donnée par :

e—1 1 1

N - dx=[FL.? =F F(0) = 1 €71 o=
Jy " = axsteen® <[] Fo= fine -2 0=

-1 -1
L'aire du rectangle ADEK est AD x DE =1 x ¢ = ez
-1 1
Doncr:e ——=E—1
2 2 2
1 1-x 1
= — donc 3. g(x)=In2x =1n2x (——1)
3 x x

Donc une primitive de g sur ]0; +oo[ est donnée par : G(x) =In2x (Inx—x).
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In(2)-1
4. On admet que les résultats précédents permettent d'établir que s = [In(2)]% + ( 2) .
r:§—1 ~0,36¢€[0,3; 0,4[.

s=[n@2)?+

In2)-1
2 ~0,33€]0,3;0,4[

t=1-r-s=0,31€]0,3;0,4[.

Donc la proposition B vérifie les conditions imposées par le fabriquant.
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EXERCICE 33 Liban 2015

1. m=e.
Une équation de la tangente a C au point d'abscisse 1 est :

y—el=el(x-1) < y=ex.

2. Il semble d'apres la question précédente que :
e si m=e, la droite est tangente a la courbe : il y a un point commun;
e si m<e, ladroite et 1a courbe n'ont pas de point commun ;

e si m>e, ladroite et la courbe ont au moins un point commun.

3. Les points communs a C et a D,, ont une abscisse qui vérifie :

ef=mx < e*-mx=0.

Soit g la fonction définie sur R par g(x) =e*—mx ;elle est dérivable sur IR et sur cet intervalle :
gx)=e*—m.

Ore*-m>0 < e*>m=>x>Inm ;de méme

ef-m<0 = e*<m=>x<lnmete*-m=0 < e*=m=> x=Inm (ce nombre existe
puisque m >0).
La fonction g est donc décroissante sur ] —oo ; Inm[ et croissante sur [Inm ; +ool. Elle a donc
un minimum g(lnm) = eltm _lnm =
m—-mlnm=m(l-Inm). De plus :
e lim e*=0,donc lim g(x)=+o0;

X——00 X——00

X

e En écrivant g(x) = x(% - m), on sait que lim — = +oo, donc par produit de limites
X——00 X

xgglmg(x) =+00.

D'ou le tableau de variations suivant :

X —00 Inm +00
+00 +00
gx) \
m(-Inm)

Annales 2011-2016 : fonctions

e SiO<m<e,alors Inm<1 <= 1-Inm>0 et m(1-Inm) >0 :le minimum de la fonc-
tion est supérieur a zéro donc la fonction ne s'annule pas ; la droite et la courbe n'ont pas de point
commun.

e Si m=e ona vu que la droite est tangente a la courbe.

e Sim>ealorslnm>1 <= 1-Inm<0 et m(1-Inm) <0 :1lafonction g s'annule deux
fois d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, donc la droite et la courbe ont deux points
communs.
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ExERcIcE 34 Métropole 2015

Une municipalité a décidé d'installer un mo-
dule de skateboard dans un parc de la com-
mune.

C !
Le dessin ci-contre en fournit une perspec-
tive cavaliere. Les quadrilateres OAD’D,
DD’ C’C, et OAB'B sont des rectangles.
D’ Le plan de face (OBD) est muni d'un repere
orthonormé (O, 1, J).
L'unité est le metre. La largeur du module
est de 10 metres, autrement dit, DD’ = 10,
sa longueur OD est de 20 metres.

o

—

7
I

I

I .

o

Le but dit probléme est de déterminer 1'aire des différentes surfaces a peindre.

Le profil du module de skateboard a été modélisé a partir d'une photo par la fonction f définie
sur l'intervalle [0 ; 20] par
f)=x+DIn(x+1)-3x+7.

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f et C la courbe représentative de la fonction f
dans le repere (O, I, J).

Partie 1

1. f=uln(w)+v avec u(x)=x+1 et v(x)=-2x+7.

f est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables.

!
1
f= u’ln(u)+uxi+v’ avec u'(x)=1et v'(x)=-3 d'ou f'(x)= lxln(x+1)+(x+1)T1—3 =
u X

In(x+1)+1-3 donc | f'(x)=In(x+1)-2

2. flx)=0 = In(x+1)=2 < x+1-e> < x=e’-1.
fl0)>0 = In(x+1)>2 < x+1 > g2 (croissance de la fonction exp) d'ou x>e?-1.

On en déduit le tableau de variation de f :

Annales 2011-2016 : fonctions

x 0 e’ -1 20
Sgn. N (‘) _
fl® ‘
7 ~ 10,93

V]::r. \

3. f(0)=1ln(1)-2=| -2

La valeur absolue de ce coefficient est appelée 1'inclinaison du module de skateboard au point B.
4. On admet que la fonction g définie sur l'intervalle [0 ; 20] par

1 2 1, 1
g(x)zg(x+1) ln(x+1)—Zx ——Xx

2
a pour dérivée la fonction g’ définie sur l'intervalle [0 ; 20] par
g =x+DIn(x+1).

g est donc une primitive de x — (x+ 1)In(x+1).
2

L 3x
Une primitive de x— 3x—7 est x— BN +7x.
une primitive de f est donc définie par :

F(x) = g(x) 3xz+7x—l(x+1)21n(x+1) 1x2 1x 3x2+7x—
- & 2 2 4 2 2 -
1 5 7x? 13
—(x+D)"In(x+1) - —+—x
2 4 2

Partie 2

Les trois questions de cette partie sont indépendantes

1. Les propositions suivantes sont-elles exactes ? Justifier les réponses.

P, : La différence entre le point le plus haut et le point le plus bas de la piste est f(20) —
f(e?-1)~10,93-2,6 ~8,3>8 donc P est vraie;

P, : L'inclinaison en B est 2. L'inclinaison en 20 est f'(20) =1n(21) —2
~ 1,04, donc P, est vraie.
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2. f est continue, donc la face avant, en unités d'aire, vaut

Ay = J2 f(x) dx = F(20) - F(0).

21%21n21 4411n21
F(21) = — —700+130= ———— —570
F(0)=0.
4411n21
Onen déduit | A; = — -570~101,3

L'aire latérale gauche vaut A, = A(OAB'B) =| 10/(0) =70

L'aire latérale droite vaut A3 = A(DD'C'C) =| 10/(20) =~ 109,3

L'aire & peindre en rouge est donc A =24, + Ay + Az =| 381,9 m?

81,9
=| 77

Le nombre de litres de peinture a prévoir est

3. On souhaite peindre en noir la piste roulante,
autrement dit la surface supérieure du module.
Afin de déterminer une valeur approchée de
l'aire de la partie a peindre, on considere dans
le repere (O, I, J) du plan de face, les points
Bi(k; f(k)) pour k variant de O a 20.

Ainsi, Bg = B.

(@) BiBis1= \/12+ (flk+1) - f(k))* = \/1 +(fk+1) - f(R))?

(b) La partie de I'algorithme a compléter est :

S prend la valeur 0.

Pour K allantde 0 a 19

S prend la valeur S + 10\/1 +(fk+1) —f(k))2
Afficher S
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EXERcICE 35 - Métropole septembre 2015 / /
1
On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = —(1+1Inx) Cr /
. 1.5 /
1. Comme F est une primitive de f, alors f est la dérivée de F donc les variations de F sont D A
données par le signe de f : F est croissante si et seulement f est positive
o ) . _— 1O T 7’
C'est donc dans la situation 2 que la courbe Cr est la courbe représentative d'une primitive F de Cr
la fonction f . ——
05 [
2. Dans la situation 2, on appelle :
K —
o K le point d'intersection de la courbe Cy et de I'axe des abscisses et D la droite passant -
par K et parallele a 1'axe des ordonnées. Ce point K a pour abscisse la solution de 1'équation 05 1o 15 20 25 30
1
f(x)=0 ce qui équivauta —(1+Inx)=0 <> Inx=-1 < x=¢"! ;donc K(e™1;0).
X 0,5
’ |

o L le point d'intersection de Cg et de I'axe des abscisses, ayant une abscisse supérieure a

Do =

et A la droite passant par L et parallele a 'axe des ordonnées.

Remarque : les primitives d'une fonction étant définies a une constante preés, on ne peut pas dé-
terminer l'expression de F, primitive de [, et on ne peut donc pas déterminer la valeur exacte
de l'abscisse du point L.

(a) L'aire du domaine du plan délimité par les droites D et A, par la courbe Cy et par I'axe des
abscisses a une valeur approchée de 0,5 (aire du rectangle coloré en gris sur le graphique).

(b) Rien dans le texte ne permettant de déterminer 1'abscisse du point L, on ne peut donc pas
calculer la valeur exacte de 1'aire du domaine défini précédemment.

1l serait intéressant de savoir ce que les consignes officielles de correction suggéraient comme réponse
a cette question !
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EXERCICE 36 Polynésie 2015

Commun a tous les candidats

Partie A Modélisation

1. On sait que le coefficient directeur de la tangente en un point est égal au nombre dérivé de la
fonction en ce point. Il faut donc que f'(1)=0.

Or f est dérivable sur [1 ; 8] et sur cet intervalle :

flx)=ae ™ +(ax+b) x (-1)e ¥ =e*(a—ax—Db).

Donc f'(1)=0 < e la—a-bh)=0 < -be !=0 < b=0,car e ! #£0.
2. Le haut de la courbe est obtenu pour x=1.Or :

3,5<f(l)<4 < 3,5<ae” ! <4 < 3,5e<a<de.

Or 3,5e=9,5 et 4e = 10,9 : le seul entier compris entre ces deux valeurs est a =10.

On adoncsur [1;8], f(x)=10xe ™.
Partie B Un aménagement pour les visiteurs

1. En dérivant g comme un produit, on a pour tout réel de [1 ; 8] :
g x)=10x(-1)e ™ +10(-x—1) x (-1)e ™ =-10e ™ *(1-x—-1) = 10xe™* = f(x).

g est donc une primitive de f sur [1; 8].

2. Comme x>0 et e *>0,ona f(x) >0 sur[l;8]. Donc l'aire de la surface hachurée est égale
en unités d'aire (soit1x 1=1m?) al'intégrale :

8
f fdx=[gx))18=g®) —g1)=10(-8-1)e ®~10(-1—-1)e ! =20e! —90e~®.
1
D'apres les conditions du peintre son devis sera donc d'un montant de :

D =300+ 50 (20e~! —90e~?) ~ 666,37 €.

Partie C Une contrainte a vérifier

Annales 2011-2016 : fonctions

1. Lafonction f’ est dérivable sur [1; 8] et sur cet intervalle [1; 8] :
f(x)=10x (-De ™ +10(1 —x) x (-1)10e ¥ =10e™* (-1 -1+ x=10(x —2)e™*.
Comme e™* >0 quel que soit le réel x, le signe de f”(x) est celui de x—2.

e Si1<x<2, x-2<0 :lafonction f’ estdonc décroissante sur [1;2[;

e Si2<x<8, x—2>0 :lafonction f’ estdonc croissante sur ]2; 8[;

e Si x=2, f'(2)=-10e 2~ —1,35 est donc le minimum de la fonction f’ sur [ ; 8].

2. Une équation de la tangente (Tyg) au point M(x; y) est:
PX;YVeTy) < Y-f(x)=f(x)X-x).

Le point L est le point de cette droite d'ordonnée nulle donc son abscisse X vérifie :

—f(x) f()
—fX) =) X-x) = X—x= e = X:x_f’(x) :
Dans le triangle MLP, on tana = L = ‘x_ ;Eg —x‘ = _f;z‘))c) -
£ [

[=f'@I=1f'"(xl.
3. On a vu dans l'étude de la fonction f' que celle-ci décroit de

f/)=10(1-1)e"! =0 a —1,35 puis croissante de f'(2) a f'(8) = 10(1 —8)e™® = —70e 8 ~
-0,023.

Le maximum de la fonction | f’(x)| est donc 1,35 =~ tan53,47 °

Cette valeur est bien inférieure a la valeur 55 °. Le toboggan est conforme.
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EXERCICE 37 Pondichéry 2015

Commun a tous les candidats

Partie A

[§ ]

1. On sait que e 2* > 0 quel que soit le réel x, donc 1+e"2* > 1> 0. Le dénominateur étant

. (- . L 3
non nul, la fonction f est dérivable sur R et sur cet intervalle la fonction étant de la forme ER
u(x

avec u(x)=1+e2*, donc u'(x)=-2¢"% ona:

3u/(x 3x (—2)e 2 6e~2* . .
flx)=- ) . (=2) = > 0 car quotient de deux nombres supérieurs a
(u(x))? (1+e‘2x)2 (1 +e‘2)‘)2

z€ro. la fonction f est donc strictement croissante sur IR, (comme le laisse supposer le graphique).

2. Ona lim —-2x=-oo etenposant X=-2x, lim X = 0,d'ou
x—-+00 X—-00

Xlim 1+eX =1 et enfin par quotient de limites lirll f(x) =3 : ceci montre que la droite (A)
——00 Xx—+00
d'équation y =3 est asymptote a C au voisinage de plus 1'infini.

3. Sur l'intervalle [0 ; +oo[, la fonction f est continue car dérivable, strictement croissante de

3
f0) = o1 =1,5 a3 : il existe donc un réel unique a € [0; +oo[ tel que f(a)=2,999.

La calculatrice donne :

f(4)=2,99899 et f(5)=2,9999,donc 4<a<5;

Annales 2011-2016 : fonctions

f(4,0)=2,99899 et f(4,1)=2,9992,donc 4,0<a<4,1;
£(4,00) =~ 2,99899 et f(4,01) =2,99901, donc 4,00 < a < 4,01. (encadrement & 1072 pres.

Partie B

1. On a vu dans la partie A que 0< f(x) <3 <= —f(x) <0<3—f(x),soit h(x)>0 sur R.

2. La fonction H est dérivable sur IR et sur cet intervalle :

' 3 —2e7%% 3e72* 3e72*+3-3  3e7%+3 3 3(e7?*+1)

X)) = —— X = = = -_ = —
2 1+4e2¥  1+e 1+e2% l+e™2%  1+4e72* 1+e 2%

————=3-f(x)=hx).

T f(x) = h(x)

Donc H est une primitive de h sur R.

3. (@) Onavuquesur R donc en particulier sur l'intervalle [0; a] (avec a >), la fonction h
est positive, donc l'intégrale ’ h(x)dx est égale en unités d'aire a la mesure de la surface limitée
par la représentation graphiqu% de h,l'axe des abscisses, et les droites d'équation x=0 et x=a.
Mais comme h(x) =3 — f(x), cette surface est la surface limitée par la droite A, la courbe C et
les droites d'équation x =0 et x = a (voir l'aire hachurée ci-dessus.

(b) D'apres la question B. 2.,on a :
a 3 3 3
f h(x) dx = [H(]§ = H(a) - HO) = —Eln(1+e_2”’) + Eln(l +e 20 = 5In2 -
0
3 3 2
Sin(re ™) = 2in( =),
2 2 1+e2a
(¢) D'apres la question précédente, on sait que 1'aire de D, , surface limitée par la droite A, la

. . , .3 2
courbe C et les droites d'équation x =0 et x = a est égalea —In (—) .
2 (l+e2a

2
2X=1et lim (—) =2, donc finalement par com-
1+e 2%

Or lim e?*=0,donc lim 1+e”
X—+00 X—+00

X—+00

3 2 3
position, l'aire de D est égalea lim — ln(—) =-In2=1,04 (u.a.)
xX—+00 2 l+e2x) 2
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EXERcICE 38 Amerique du Nord 2016

Partie A

2
1. f(xB):f(2e)=Zexln(£)—26+2=2e—26+2=2=y3 donc BeCy

2
f(x1)=f(2)=2xln(§ —2+2=0=y donc IeCy

f est dérivable sur [2; 2e] comme produit et somme de fonctions dérivables sur [2 ; 2e]

u(x) = x w(x) =1

v(x) :ln(g) - v'(x) =

f=uv-—u+2= f'=u'v+uv' —u avec {

1
X

IS NP

X
Vxe[2; 2], fl(x)= ln(g) etona f'(2) =0 donc la tangente a Cf est horizontale en I
L'axe des abscisses est tangent a la courbe Cy au point I.

2.@ T :y=f'2e)(x—2e)+ f(2e) or f'(2e)=1 et f(2e)=2
Onadonc 7 : y=x+2-2e etonen déduit D(2e—2; 0)

1
(b) Apgpi= 5 x AB x Al = (2e — 2) m?

(AB+1D) x Al
2
La longueur de la cuve étant de 5 m, on en déduit 10e —10 <V < 20e—30

AapB = = (4e —6)m?

Autrement dit le volume de la cuve est compris entre 17,183 m3 et 24,366 m*

3. (a) G estdérivable sur [2; 2e] comme produit et somme de fonctions dérivables sur [2 ; 2e]

2 /
X =
1 ! l / 1/ ulx) = —- He )i
G=uv—-u=f'=vu'v+uv' —-u' avec 2 = 3 1
2 2 U(X)Z Il(—) V’(X)ZY:_
2 5 X
Vxe(2; 2el G’(x)—ln(f)+x—2xl—lx— (x)
T 2) Ty T8

Donc G est bien une primitive de la fonction g sur [2; 2¢]

b)) fx)=gx)-x+2
x? x* . (xy 3x? .
donc F(x) =G(x) - > +2x = 7ln(§) e +2x est primitive de f sur [2; 2e].
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2e

2e
(¢) s:f 2-fx) dx=|2x-Fx)| =@4E)FR2e)-@-F2)=(*)-03)=¢*-3
2

2
V =58 = 22m?

Partie B

1. on cherche xj tel que f(xg) =1

On sait qu'il existe un unique xp vérifiant cette équation car f est continue et strictement crois-
sante sur [2; 2e] a valeurs dans [0 ; 1] donc d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, xg
existe et est unique.

Par balayage on a xp = 4,311
v(4,311) = 7m3

2. L'algorithme permet d'afficher la hauteur d'eau dans la cuve correspondant 2 10 3m3 prés a
un remplissage a moitié de la capacité totale.
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EXERCcICE 39 AmeriqueSudS2016-exo-1.tex

Les courbes Cr et Cg données en annexe 1 sont les représentations graphiques, dans un repere
orthonormé (0;7,7 ), de deux fonctions f et g définies sur [0 ; +oo.

On considere les points A(0,5; 1) et B(0; —1) dans le repere (0;7,7).

On sait que O appartienta Cy et que la droite (OA) est tangente a Cy au point O.

x2

1. On suppose que la fonction f s'écrit sous la forme f(x) = (ax+ b)e™™ ou a et b sont des

réels.

On sait que le point O appartient a Cy donc f(0) =0 ce qui équivaut a (0 + b)e® = 0 ou encore
b=0.

Donc f(x) s'écrit f(x) = axe ™ .

La droite (OA) est tangente a la courbe C; en O, et elle a pour coefficient directeur 2, donc
flo=2.

flx)= axe™* donc ffxy=axe

fl0)=2 < (a-0)e’=2 < a=2;donc f(x)=2xe‘x2.

4 axx (=2x)e = (a-2ax>)e > .

Désormais, on considere que f(x) = 2xe*" pour tout x appartenant a c¢d0 ; +oo

2
. . X

2. (a) On admettra que, pour tout réel x strictement positif, f(x) = — x —-
X e

lim x?=+o0
X—+00 2

_ .2 .
on pose X = x = lim — =0 2 52
. ¥otoo et = lim —x—=0<«<= lim f(x)=0
lim —=0 X—+00 X ex2 X—+o00
X—+o00 €
lim —=0
x—+00 X

(b) La fonction f est dérivable sur [0 ; +oo[ et on a déja vu que f(x) = (a— 2(1)62)6”“2 =

2-4x%)e™" puisque a=2.

V2 V2
Pour tout x, e ¥ >0 donc f'(x) est dusigne de 2—4x? c'est-a-dire de 4 (7 +x 5 x|.
V2 2
Sur [0; +ool, la dérivée s'annule et change de signe pour x = > 3 f % = \/Ee_% ~0,86.

On dresse le tableau de variations de la fonction f sur [0; +oo :
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X 0 ‘/75 +00
4(42+5] + 0 +
2y . 0 -
f'x) + ﬁ) -
V2e s
£ / \
0 0

3. Lafonction g dont la courbe représentative Cg passe par le point B (0 ; —1) est une primitive
de la fonction f sur [0; +oof.

(a) On sait que la dérivée de x — e est x — u/(x)e*™

u(x)

, donc une primitive de x —
U (x)e“™ est x—e
Donc la fonction x — —2xe > a pour primitive la fonction x+— e~ donc une primitive de la
fonction f est g définie par g(x) = —e® +k ol keR.
Cg contient le point B (0; —1), donc g(0) = —1, ce qui équivaut a —e%+k=-1 donc k=0.
La primitive de f dont la courbe représentative passe par le point B est donc la fonction g définie
sur [0; +ool par g(x) = —e
(b) Soit m un réel strictement positif.
m

Im =f fde=gm) -gO)=—e" —(-)=1-¢"

0

(¢) Oncherche lim I,, :
m—+oo

2

lim -m“=-o0
m—+o0o
on pose M = —m? ; -m? ; -m? i
p = = lim e =0 < lim 1-e =1 Ilim I,,=1.
m—+o0o m—+o0o m—+oo
lim — =0
M——o0 eM

4. (a) Lafonction f est * continue surl
* positive sur I

m
* telle que mliquoofo f(nde=1

donc la fonction f est une fonction de densité de probabilité sur [0 ; +ool.
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(b) Soit X une variable aléatoire continue qui admet la fonction f comme densité de probabilité.
X
Pour tout x de I, PX < x) = f fyder=g(x)—g(0).
0

Or g(0)=—e=-1,donc PX<x)=g(x)+1.

(¢) Soit a le réel tel que PX <) =0,5.
PX<a)=0,5 <= g()+1=0,5 < g(a)=-0,5
= ¢ =_0,5 <= —-a?=In0,5
— -a’=-In2 < a®=In2
<~ a=VIn2 car a>0
(d) On construit le point de coordonnées (a ; 0) et on hachure la région du plan correspondant a

PX<o :
A

& ™~

~J

AN
(,0) | 7
A /Cg
05| y(o,g(a))
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Exercice 40 Antilles 2016

Partie A
, 1—x2 e e x2 L.
1. Pour toutréel x>0,ona f(x)=xe SAX G =X — Par opérations :
e~ X e
. e
lim —=0. @))
X—+00 X

t
. . . . € . .
De plus lim x? = +oo et par croissance comparée tllIIl 7= +00. Par composée des limites
X—+00 — 400

x2

. € . .
onalors lim —- =+o0, puis par inverse :
X—+00 X
2
x
=0, @)

1m -
X—+00 X

enfin, par produit de (1) et (2) on a xlir{lm fx)=0

2. (a) On utilise la dérivée d'un produit, ainsi que la dérivée des fonctions de la forme e* :

o =1e"" +xx (—2x)e! ™ =™ —2x%e! ™ = (1-2x2)e! .

(b) Pour tout réel x, e'=** >0, donc f'(x) ale méme signe que 1-2x%. Or:

2 2
1—2x2204=>—\/7—<x<\/7__

De plus f(?) = ?e% = %ﬁ: \/§ . de méme f(—g)

précede le tableau de variations suivant :

= —\/g . On en déduit de ce qui

x| —oo V2 v2 o0
2 2
f(x) — 0 + 0 -
0

<

fx) /

N o
(=}
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Partie B

1. Il semble que Cy soit toujours au dessous de Cg .

2. Soit x unréel tel que x <0, alors xel‘x2 <0, c'est-a-dire f(x) <0,alorsque g(x) = el *>0
par conséquent il est clair que f(x) < g(x).

3. (a) Soit x un réel tel que x > 0, alors, par application de la fonction In qui est strictement
croissante :

f<gl) = xe!™ Le!™*
— lnx+1—x2<1—x
=" lnx—x2+x<0

— ®?(x)<L0.

1 —2x2+x+1 ,

(b) Ona ®'(x) = =--2x+1=———_ Comme x >0, ®'(x) ale méme signe que
X X

—2x% + x+1. Ce polyndme du second degré a pour discriminant A =9 et pour racines —% et

1. Ainsi : 1
—2x2+x+1>0<:>—§<x<1.

Ona ®(1)=Iln1-12+1=0.Sur ]0; +ool le tableau de variation (sans limite) de ® est donc :

X 0 1 +o00
D' (x) + 0 -
0

o

(¢) Le tableau de variation précédent montre que la fonction @ possede en 1 un maximum qui
vaut 0, autrement dit, pour tout réel x>0, ona ®(x) <O0.

4. (a) D'apresB 1etB3c,ona, pour toutréel x, f(x) > g(x).Lacourbe C r est donc toujours
en dessous de Cg .
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(b) Sur ]—oco0; 0],ona f(x)<g(x) les courbes n'y ont donc aucun point commun.
Sur ]0; +oo[,ona f(x)=g(x) < x=1. Ces deux courbes ont donc un unique point commun A
dont I'abscisse est 1.

(¢) Ona f(1)=g()=1.Deplus f'(1) = (1-2x12)el"* = -1, et g'(x) = —e!"* donc
g'(x) = —e!™' = =1, donc f'(1) = g’(1). Au point d'abscisse 1, les tangentes respectives & Cr
et Cg passe par un méme point, et ont méme coefficient directeur, elles sont donc confondues.

Partie C

1 1
1. Onpose u(x)=1-x?;alors u'(x) =—-2x donc x = —Eu’(x) d'ou f= —Eu’(x)e”m .

s 1
Une primitive est F(x) = —Ee“m =| —Ze

1 ) 1
2. f (el_x—xel_x )dx =f [g(x)— f(x) dx].
0 0

Une primitive de g— f est G—F avec

(G—F)(x) — _el—x _ (__el—xz) — _el—x _el—x .

1( 1-x 1-x2 1 1
f e T —xe )dxz(G—F)(l)—(G—F)(O)z 5—1 —|-e—e|=
0

e—1
2 2

3. Ce résultat correspond a I'aire en unités d'aire du domaine compris entre 6y, ¢ et les droites
d’équation x=0et x=1.
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ExERrcice 41 Antilles septembre 2016

Commun a tous les candidats
Partie A - Etude graphique

1. Quel que soit n naturel et quel que soit le réel x, e ™ D*>0 et 1+e*>1>0 : les fonc-
tions f;, sont donc positives : les termes de la suite (u,) sont des intégrales de fonctions positives
sur [0; 1] : u, est donc l'aire, en unités d'aire de la surface limitée par la courbe C,, I'axe des
abscisses et les droites d'équation x=0 et x=1.

2. D'apres l'allure des courbes on peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante et a pour
limite 0.

3.

0,7

0,6

0,5

0,4
\

0,1 S~

\
\\\\\

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0 1,1

L'aire de la surface grisée s'obtient comme la somme des aires de deux trapezes et d'un triangle :
4+6+2,5=12,5 carrés d'aire 0,01.

L'aire de la surface limitée par les axes et la ligne rouge se décompose en 10,5+3+3,5=17 aires
de carrés d'aire 0,01.

On en déduit que 0,125 < uy <0,17.

On a donc
0,12<uy4<0,17.
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Partie B - Etude théorique

1 1 ox
1. = dx= d
Up .[0 fo(x)dx fo Trer X

En posant u(x) =1+e* on obtient u/(x) =e*, donc :

1,4,/
uo:fo L;((;c)) dx= lInu(l} = [In(1+¢%)]L = In(1 +¢)~In2 = In

1+e )
> |
2. Par linéarité de l'intégrale :

1 1 1 e e—(l—l)x
uo+u1=f fn(x)dx+f fn(x)dxzf ( +—)dx=
0 0 0

1+e* 1+e*

1 e~ 1 lex+1 1
f ( + )dxzf dxzf ldx=1-0=1.
o \1+e* 1+e* o 1+e* 0

On en déduit que : g =1_u0=1—ln(¥).

3. L'intégrale d'une fonction positive sur l'intervalle [0 ; 1] est positive. Donc u,, >0

—(n+1-1)x e—(n—l)x e X e—(n—l)x

4@ dn)=fon )=o) = T T T o T 1o

e—nx

Xy _ a—nx1-e®
1+ex(1 e)=e 1+e* *

(b) On sait que pour tout naturel n et pour tout réel x, e ™ >0 et que
1+e*>1>0.
Le signe de dj,(x) est donc celuide 1—e*.

Or0<x<1 = ed<er el par croissance de la fonction exponentielle, soit 1 <e* <e, d'ou
—e<—-e*<-letenfin 1-e<1-e*<0.

Conclusion: 1-e* <0 = d,(x) <0.

5. dp(x) <0 = fn+1(x) _fn(x) <0 = fn+1(x) < fn(x) .
Il en résulte par intégration sur l'intervalle [0 ; 1]que u,4+1 < u, :lasuite (u,) est décroissante.

Comme on a vu qu'elle minorée par zéro, elle est donc convergente vers une limite £ supérieure
ou égale a zéro.
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1 ef(n—l)x 1 e—(n+171)x
6@ wtitnn= [ |
0 0

et par linéarité de l'intégrale :

1+e* 1+e*
1 —(n-1x —-nx 1 .—nx 1 -nx 11
€ € € _ €
Up + Uiy :f S x:f (ex+1)dx:f e dy = -
0 1+e* 1+e* o l+e* 0 —n o
n

1-¢
"=1 etenfin lim
n—+oo pn

(b) Onsaitque lim e”=0,donc lim 1-e” =0.
n—+oo n—+oo

On adonc ¢=0.

(¢) Tantque K<N
-K

1 —_
Affecter -Uau

Affecter K+1 a K
Fin Tant que
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EXERCICE 42 Asie 2016

Soit a un nombre réel compris entre O et 1. On note f, la fonction définie sur IR par :
fa(x) = ae®™ + a.

1
On note I(a) l'intégrale de la fonction f, entre Oet 1 : I(a) = f flx)dx.
0

1. On pose dans cette question a=0.
1
fo(x) =0 donc 1(0) :f 0dx=0
0

2. On pose dans cette question a=1.

On étudie donc la fonction f; définie sur R par: fi(x) =e*+1.

(a) On représente la fonction f; dans un repere orthogonal :

On connait la représentation graphique de la fonction exponentielle donc on peut, sans étude, repré-
senter la fonction fi.

(b) Lafonction F; définie par F;(x) =e* + x est une primitive de la fonction fj .

1
Donc 1(1):[ fx)dx= [Fl(x)]:)zFl(l)—Fl(O)=(el+1)—(e°—0)=e+1—1=e=2,7
0

3. On cherche s'il existe une valeur de a pour laquelle I(a) est égale a 2.

La fonction F définie sur R, par F,(x) =e® + ax est une primitive de f .
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1
Donc 1(a) :f fa(x)dx=F4(1) —F4(0) = (" +a) - " +0) =e“+a-1
0

Soit g la fonction définie sur [0; 1] par g(x) =e*+x—1.
g est dérivable donc continue et g'(x) =e*+1>0 sur [0;1].
g0)=e"+0-1=0<2et g)=el+1-1=e=2,72>2

La fonction g est continue et strictement croissante sur [0; 1] ; g(0) <2 et g(1) >2 donc, d'apres
le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) =2 admet une solution unique
dans l'intervalle [0;1].

Il existe donc une valeur unique de a dans [0; 1] telle que I(a) =2.

0,7)=1,71<2 0,79)=1,99<2
{f( ) It ) — a€]0,79;0,80]

= a€[0,7;0,8
£(0,8)~2,03>2 acl ] {f(0,80)z2,03>2
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EXERCICE 43 - Centres Etrangers 2016
Partie A

1. (a)

Dans la cas ou f est une fonction constante strictement positive, on
a:

Aj=axf0) uva etAy=(1-a)xf(0) ua

Par suite :

F(0)£0 1
A=A = axf0)=1-a)xf0) < l-a=a < aza

La condition (E) est remplie pour un unique réel.

(b)

A, estl'aire d'un triangle rectangle, A, celle d'un trapeze :

La condition (E) est remplie pour un unique réel.

2. (a)

a 1
Alsz(x)dx Azsz(x)dx
0 a

(b) Soit a€]0,1] :
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a 1

A=Ay < [f()dx=[f(x)dx
0 a

< F(a)-F0)=FQ1)-F(a)
F(0) +F(1)

2
Puisqu'on a raisonné par équivalence, on a montré que

<~ F(a)=

F(0) +F(1)

Le nombre réel a vérifie la condition (E) si et seulement si F(a) = 5

3. (a) D'apres ce qui précede, les valeurs de a pour lesquelles la condition (E) est vérifiée sont
les solutions de 1'équation

F(0) +F(1 e . .
F(x) = % ou F est une primitive sur R de la fonction exponentielle.

uisqu'u imitive 1 X i S -méme, s 1'égalité ci-dessus s'écrit :
P 'une primitive de la fonction exponentielle est elle-méme, alors 1'égalité ci-de; 'écrit
_el+el

soit :

ou encore :
l+e
x=ln—

2

1+e
La condition (E) est vérifiée pour 'unique nombre réel In (T)

(b) 1 suffit de prouver :
F(g) _ F(0)+F(1)

5 2
u F est imiti [0,1] de la fonction f !
ol F est une primitive sur [0,1] de la fonction f:x— ———
P (x+272
1
Une primitive de f est F, définie sur [0; 1] par F(x) = 23z
F(0) +F(1
Calculons chacun des deux nombres % et F(2) :

Page 136



TS

FO)+F(1) 1 1 1 5 2 1 1 5
— 2 202737 ¢ )T T2 12
—+2 g

Par conséquent :
2 .
La valeur a = = convient
Partie B

1. Puisqu'une primitive de f est la fonction F définie sur [0; 1] par F(x) =4x— x% , on déduit de
A. 2. a. que la condition (E) est vérifiée si et seulement si

4-1
4a-a’=—
2
soit :
a 3
a=—+-
4 8
3
a est donc une solution de I'équation x = T + 3"
2. (a)
0) J
U = = -
1=8 8

(b) La fonction g, en tant que fonction polyndme, est dérivable sur [0 ; 1] et on a, pour tout
nombre réel x de [0; 1] :

3
g’(x) — sz

Puisque g’ >0 sur [0; 1], la fonction g est croissante sur [0; 1].

(¢) Pour tout entier naturel n, notons P, la propriété
O0<up<upa<l1
e Py s'écrit :
Ouy<su <1
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©lw
N
—

0
Puisque 3,0ma0<0<
8

Py est vraie

* Supposons la propriét€ P, vraie pour tout entier naturel p. On a donc :

Montrons alors que Pp41 est vraie, i.e :
O0<up+1 SUp2<1
On a, par hypothese :
Oup<upr<l1
La fonction g étant croissante sur [0,1], on en déduit :

800) < g(up) < glup+1) < g1)

soit :

ool

3
g S Up+1 S Ups2 <

On en déduit bien sir :

—

0< Up+1 S Upi2 <

. On a prouvé :
VpelN P, estvraiec = Ppy est vraie

 On a prouvé d'apres le principe de récurrence :

VneN 0 uy<ups1 <1

(d) Lasuite u est croissante et majorée par 1 : elle converge donc, en vertu du théoréeme de la
limite monotone, vers une limite ¢ comprise entre 0 et 1.

Puisque la fonction g est continue sur [0; 1], alors

Jim g(un) =g(0)
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On a par ailleurs :
lim wuyy1=2¢
n—+oo

Puisque u,+1 = g(uy), on en déduit :
0=g(0)

soit
b=a

puisque 1'équation g(x) = x admet une unique solution d'apres la question 1.

(e) Une valeur approchée de ujy a 1078 pres est 0,38980784
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ExErcice 44 Liban 2016

Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0; 1] par : f(x) =
Partie A

1+el-x"

1. Etudions le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0; 1].

(=1 1-x 1-x
f est dérivable sur [0; 1] avec pour tout x€[0; 1] : f'(x) = (1(+ e)le—x)Z = il _fel—X)Z‘

Pour tout x€[0; 1], e!™*>0et 1 +e!™)?2>0.

On en déduit que pour tout x € [0; 1], f'(x) >0 et donc que f est strictement croissante sur
[0; 1].

2. En remarquant que e =e' , et que pour tout réel x, e™* xe* =1, on peut écrire :
ex X

1
f(x) = = =

l+exe™ (1+exe *)er

e
e*+e’

!
. . u
3. f est dérivable sur [0 ; 1] donc continue et est de la forme — ; elle admet donc comme

u
primitive pour tout x € [0; 1] la fonction F définie par : F(x) =In(e* +e).

1
On en déduit que : f fx)dx = [ln(ex + e)](l] =1In(2e) —In(1 +e) = In(2) +In(e) - In(1 +e) =
In2)+1-In(1+e). ’

Partie B

Soit n un entier naturel. On considere les fonctions f;, définies sur [0; 1] par: f,,(x) = Tomel 7"
ne
On note C,, la courbe représentative de la fonction f,, dans le plan muni d'un repére orthonormé.

1
On considere la suite de terme général u, = f frn(x)dx.
0

1. On a tracé en annexe les courbes représentatives des fonctions f,, pour n variantde 1 a 5.
1
Pour tout xe[0; 1],ona: fy(x) = —— =1.
fo 1+0xel-x
La courbe Cy représentative de la fonction f; est le segment d'équation y =1 avec x € [0;1] .

2. Soit n un entier naturel.

Pour tout x€[0; 1],ona: f(x) = > 0. On en déduit que u, représente l'aire sous la

1-x
courbe C,, délimitée par I'axe des abscisses, et les droites d'équations x=0 et x=1.

1
On a en particulier uy = f ldx=[x]j=1
0
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3. Il semble que la suite (u,) soit décroissante car les aires sont de plus en plus petites.
Démontrons-le.

Soit 7 un entier naturel.

1
Pour tout réel x € [0 ; 1], on a : Xx) — X) = - =
[ ] Frar @) = fu(2) 1+(n+1el=* 1+nel—~

_el—x

1+ nel=*) 1+ (n+ 1el=%) <0.

On en déduit que pour tout réel x € [0;1],0na: fr+1(x) < f,(x) et comme par intégration sur un
1

1
intervalle, 1'ordre est conservé, on a pour tout entier naturel 7, f frr1(x)dx < f fn(x)dx et
0 0

Unp+1 < Up.

Ce qui prouve que la suite (u,) est strictement décroissante.

4. Soit n un entier naturel.

1 1
Pour tout réel x€[0; 1],0ona: f,(x) = — 5 >0et donc f fn(x)dx>0
€ 0

1+n

Ce qui prouve que la suite (u,) est minorée par 0.

La suite (u;) est décroissante et minorée par O donc elle converge et par conséquent elle admet
une limite finie.
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1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

Co
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EXERCICE 45 Métropole 2016

Pour les candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

Partie A

1. Soit xeR :
fx) =

X
x—-In(x*+1) = «x
In(x?+1) =0
x*+1 = ¢
x? = 0
X = 0

oo

L'équation f(x) = x admet O pour unique solution

2. « Montrons que f est strictement croissante sur R :
La fonction u: x+— x2+1 est une fonction trinéme, donc dérivable 12 ot elle est définie, i.e R..
Puisque u >0 sur R, alors la fonction Inou =Inu est dérivable sur R .

Finalement, la fonction f est dérivable sur R, comme différence des fonctions x — x et x —
—In(x? + 1), toutes deux dérivables sur IR.. Pour tout nombre réel x,ona :

2x _ x*+1-2x  (x—1)?

!
X :1— = =
VRS x2+1 x2+1 x2+1

La fonction f est dérivable sur IR et sa fonction dérivée est strictement positive sur R, sauf pour
x =1 :onendéduit que | est strictement croissante sur IR.

e Montrons lim f(x)=—o0 :
X——00

lim x*>+1=+0c0
De { *77® on déduit, par composition : xlim In(x?+1) = +00.
——00

lim InX=+o0
X—+00

1l vient ensuite, par produit :

lim —In(x®+1) = —c0
X——00

lim x=-o00
. *=e on déduit, par somme :
lim —In(x®+1) = -0 p
X——00

Annales 2011-2016 : fonctions

Jim f () = =0

3. Lafonction f est (strictement) croissante sur [0 ; 1]. Par suite :
Vx€l0,1] fFOS<f)<fA)
f(0)=0-In(0*+1)=0
Ona {f(l) —1-In(2+1)=1-In2"
Vxel[0,1]

Puisque 1-In2 <1, alors

0< fx)<1

On a prouvé :

Vxel0,1] f(x)€l0,1]

4. (a) L'algorithme affiche la plus petite valeur de N pour laquelle N —In(N? + 1) est supérieur
ouégala N.

(b)
Pour A =100, I'algorithme affiche 110

Partie B

1. Pour tout entier naturel n, notons P, la propriété : u, €[0,1].

o Puisque up=1, Py est vraie.

« Supposons vraie la propriété P, pour un entier naturel 7.

On a alors : u, €[0,1].

D'apres la troisieme question de la partie A, on en déduit :
f(un) €[0,1]

soit :
Up+1 €1[0,1]

On a prouvé :
VnelN 7P, estvraie = P, est vraie
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¢ On a prouvé par récurrence :
VneN u, €[0,1]

2. Soit neN :
Uns1— Up =—In(u2 +1).
Etudions le signe de —In (2 +1) :
Puisque 0 < u, <1, on en déduit, la fonction carré étant croissante sur [0,1] :
0> <u? <12
soit :
u €10,1]
Par suite :
U2 +1€(l,2]
La fonction In est croissante sur [1,+oo[ :
De u?+1>1,ondéduit In(u? +1) >In1, soit In(u4+1)>0.

Puisque w41 —u, = —ln(ufl +1) <0, alors

La suite u est décroissante

3. Lasuite u est décroissante et minorée par 0 : elle converge donc, en vertu du théoréme de la
limite monotone, vers un nombre réel €.

4. Puisque 1'équation f(x) = x admet 0 pour unique solution, on en déduit :

=0
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EXERCICE 46 - Métropole 2016 4. L'angle ATB est maximal lorsque sa mesure y l'est. Puisque y appartient a l'intervalle 10 ; ol
Commun & tous les candidats on en déduit, la fonction tangente étant strictement croissante sur ]0; X[, que y est maximal si et

seulement si tany est maximal.

S'il existe, le maximum de tany est ainsi le maximum, sur ]0,50], de la fonction g définie par

1.

EA 25 EB 30,6 gl = 2%

tana = — = — tanp= — = x%+765
ET x ET X
Remarque :
Pour démontrer que g admet, sur ]0 ; 50], un maximum atteint pour une unique valeur de x, il su
2. Les fonctions x— sinx et x— cosx sont définies et dérivables sur ]0 ; 7[. Puisque la fonc- d'étudier les variations de g, ce qui ne pose aucun probleme...
tion cosinus ne s'annule pas sur 10, X[, on en déduit, par quotient, que la fonction x+— tanx est On peut aussi procéder de la maniére suivante :
A1t . . . . . .
dérivable sur 10 ; 5. Puisque la fonction g ne s'annule pas sur l'intervalle ]0 ; 50], on peut définir, sur ]0 ; 50], la
Pour tout nombre réel x appartenant a 10 ; %[, ona: fonction — .
) . ) La fonction g est strictement positive sur ]0; 50] et la fonction inverse est strictement décroissante
, COSX X COSX—sinx x (—cosx) sin“x+cos“x 1 ) 1 o )
tan'(x) = 5 = 2 =2 sur ]0; +oo[ :les fonctions g et — ont donc des sens de variation contraires.
(cos x) COS* X COS~ X g
. 1 . 1 . .. .
Puisque tan’ >0 sur ]0;Z[, alors Puisque f =5,6x —, les fonctions f et — ont les mémes variations : les fonctions f et g ont
4
. . . T . L. .
La fonction tangente est strictement croissante sur ]O, > [ donc des variations contraires.

Le maximum de g 'sur ]0 ; 50] est obtenu en une valeur de x pour laquelle f admet un minimum.

3. Ona ATB=ETB-ETA, soit y=p —a. Par suite :
La fonction f est dérivable sur ]0,50] et, pour tout nombre réel x appartenanta ]0; 50] :

30,6 25 2
- - 765 x°-765 Xx+V765
tany = tan(P-a) = tana - tanf = d d f'(x)=1——2= > = (x—Vv765)
1+tanatanf 1Jr30,6 XE X X X
X X Puisque x€]0; 50], alors x++v765>0 :
5,6 5,6 le signe de f'(x) est donc celui de x — V765
- - 2
= x765 = 2; = 56 x 2x—6 On en déduit que f est strictement décroissante sur ]0,v/765] et strictement croissante sur
1+ 22 x+2765 X  X“+765 (V765 : 50] :
. X f admet donc, sur ]0; 50], un minimum atteint pour x =v/765.
_ 5,6x
X2 +765 L'angle ATB est maximal pour une unique valeur de x, égale 2 /765 m.
5,6x
tany = —————
Y= 21765

Une valeur approchée de x, au metre prés, est 28m

1. Sous réserve d'existence
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Une valeur approchée de l'angle A/T\B, a 0,01 radian pres est 0, 1, soit environ 5, 78f.
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EXERcICE 47 Métropole septembre 2016

Un hélicoptere est en vol stationnaire au-dessus d'une plaine. Un passager lache verticalement un
colis muni d'un parachute.

Partie 1
60,31‘ -1

Soit v; la fonction définie sur [0; +oo[ par: vi(f) =5 x NETARE
eVl +1

1. La fonction vy est dérivable sur IR et

0’3 0,3t 0,3t+1 _ 0,31’_1 0'3 0,3t
iy OB ) 0368
(€031 +1)°
0,3603[ x 2 B 360,3t

X =
(e03 + 1)2 (e03 + 1)2

Pour tout ¢, ¢®3* >0 donc v;(#) >0 donc la fonction v, est strictement croissante sur [0; +oo.

0,3e%3" (23 +1-€%3" +1)

(e37 + 1)2

2. On suppose, dans cette question, que le parachute fonctionne correctement. On admet que ¢
secondes apres qu'il a été 1aché, la vitesse du colis (exprimée en m.s ~! ) est égale, avant d'atteindre
le sol,a v1(1).

On considere que le colis arrive en bon état sur le sol si sa vitesse 2 l'arrivée n'excéde pas 6 m.s ~! .

On résout I'inéquation vy (f) <6 :

e037 _ 1 e037 _
V(1) <6 — 5Xm<6 — 5xm_6<0
5¢%3! —5-6e%3" —6 -0 —11
— <0 & ——<0
e03r+1 e03r 41

Pour tout ¢, €%3 >0 donc —e%3/~11<0 et €3 +1> 0, donc I'inéquation est toujours véri-

fiée : v1(#) <6 pour tout ¢. Donc le colis ne risque pas d'étre endommagg si le parachute s'ouvre
normalement.

Partie 2

On suppose, dans cette partie, que le parachute ne s'ouvre pas.
On admet que, dans ce cas, avant que le colis atteigne le sol, sa vitesse (exprimée en m.s Iy, t
secondes apres avoir été laché par le passager, est donnée par : v5(f) =32,7(1— e‘o’st) .

Annales 2011-2016 : fonctions

1. La vitesse, exprimée en m.s -1 atteinte par le colis au bout de 10 secondes est v,(10) :
vo(1) =32,7(1-e7%310) 2 31, 1.

La valeur approchée 2 10~! de vitesse atteinte par le colis au bout de 10 secondes est 31,1 m.s 7! .

2. On résout l'équation v, (#) =30 m.s~!.

30
V(1) =30 < 32,7(1-e %)=t — 1-e 03 =——
32,7
1230 _os oy 27 os
32,7 32,7
n —
2,7 )
= ln(—):—o,?)t = 327 =t
32,7 -0,3

~ 8,3 donc au bout d'environ 8,3 secondes, le colis atteint la vitesse de 30 m.s 1.

[523)

In{——

32,7
-0,3

3. On sait que la chute du colis dure 20 secondes.

On admet que la distance, en metres, qui sépare 1'hélicoptere du colis, T secondes apres avoir été

laché par le passager, est donnée par : d(T) = f va(1) .
0

T T
(a) d(T):f UZ(t)dt:f 32,7(1—6_0’3t)dt
0 0

-0,31
. ... . e
La fonction v, a pour primitive la fonction t— 32,77 — 3) ;
-0,3t -03t
' e 32,7
ona 32,7(r— 3 ) =32,7(r+ ): W(o,z;t+e—0v3t) =109(0,3¢+e7037).

T
Donc d(T) = [109 (0,3t +e7031) ]0 =109(0,3T +e7%31)-109 (0 +e7930) =109 (7% + 0,3T - 1).

(b) Le colis atteint le sol au bout de 20 secondes donc la distance qu'il parcourt est

d(20) =109 (e %320+ 0,3 x20-1) ~ 545 m.

4. Le temps mis par le colis pour atteindre le sol si on l'avait laché d'une hauteur de 700 metres
est la valeur de T solution de I'équation d(T) =700.

On étudie les variations de la fonction d sur [0; +oo[ :
d'(T) =109 (-0,3e7%31 +0,3) =32,7(1-0,3e73T)
T>O=>—0’3T<0=>C_O’ST§1$ 1_0736_0’3T>0$d’(T)>0
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Donc la fonction d est strictement croissante sur [0 ; +oof.

Or d(0) =0 <700 et d(30) = 872 > 700 donc, d'apres le corollaire du théoreme des valeurs
intermédiaires on peut dire que 1'équation d(T) =700 admet une solution unique o sur [0; 30[ :
d(24) d(24,7) = 698,8 <700
d(25) d(24,8) 702,0 > 700
Le temps mis par le colis pour atteindre le sol si on 1'avait 1aché d'une hauteur de 700 metres est
comprise entre 24,7 et 24,8 secondes.

u

675,9 <700
708,6 > 700

U
U

}:>(x€[24;25] }:>(x€[24,7;24,8]
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EXERCICE 48 Nouvelle Calédonie 2017

Partie A

1. On justifie les informations du tableau de variations de f donné ci-dessous :

|~

fx

La dérivée de f est f'(x)=e *+x(-1)e”* =(1—-x)e*.
Pour tout s, e * >0 donc f'(x) est du signe de 1—x, donc f'(x)>0 sur [0; 1[ et f'(x) <0

sur |1 ; +oo[. Donc la fonction f est strictement croissante sur [0 ; 1], et elle est strictement
décroissante sur [1; +oo[.

f)=0

On détermine la limite de la fonction f en +oo.
X

e X . . e X )
fx)=xe " =— ;onsaitque lim — =+oco donc lim — =0 etdonc lim f(x)=0.
eX xX—+o00 X x—+oo eX X—+00

2. Soit F la fonction définie et dérivable sur [0 ; +oo[ par F(x) = (—x—1)e™*.

Fx)=-1xe *+(—x-1D(-De*=(-1+x+ e F=xe* = f(x)

Donc la fonction F est une primitive de la fonction f sur [0; +oof.

Partie B

Soit a un nombre réel tel que 0 < a < 1. On considere la droite D, d'équation y=ax et M le
point d'intersection de la droite D, avec la courbe Cr. Onnote xy l'abscisse du point M.

On note H(a) l'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine hachuré sur le graphique ci-dessous,
c'est-a-dire du domaine situé sous la courbe C r au-dessus de la droite D, et entre les droites
d'équation x=0 et x=xp .

Annales 2011-2016 : fonctions

1. La droite D, et la courbe C; se coupent en des points dont les abscisses sont solutions de
I'équation ax = xe™*. On résout cette équation :

X X

ax=xe ¥ < ax—-xe*=0 <= x(a-e ") =0 < x=0oua-e*=0< x=0oua=
—X
e

<~ x=0o0uln(a)=-x < x=00ux=-In(a)

Donc la droite D, et la courbe Cy se coupent au point O et en un autre point d'abscisse —In(a) .

On admet dans la suite de I'exercice que le point M a pour abscisse xy = —In(a) et que la courbe
C rest située au-dessus de la droite D, sur l'intervalle [0; —In(a)].

2. La courbe C  estau dessus de la droite D, sur l'intervalle [0; —In(a)], donc l'aire H(a) du

—In(a)
domaine hachuré est f (f(x) —ax)dx.
0

2 1—In(a)

X
a_
2

—In(a)

—In(a) ~In(a) ~In(a)
H(a)z[ (f(x)—ax)dxzf f(x)dx—f axdx = [F(x)]
0 0 0

0 0

(In(a))?
gnta@)”

= |in(@) - e @ - (-1)e?] - 0

=aln(a)—a+1- % a(n(a)?

3. Soit la fonction H définie sur ]0; 1] par H(x) = xIn(x) — %x(ln(x))2 +1-x.

On admet que H est dérivable sur 10 ; 1] et que son tableau de variations correspond a celui qui
est proposé ci-dessous.

X 0 1

1
H (x) \
0

La fonction H est continue et strictement décroissante sur l'intervalle 10 ; 1]. D'apres le tableau
de variations, lirrol’;'-l(x) =1et H(1)=0.0r 0,5€]0; 1[, donc, d'apres le corollaire du théoreme

x>0

des valeurs intermédiaires, I'équation H(x) = 0,5 admet une solution unique o dans ]0; 1.

4. On considere 1'algorithme présenté ci-dessous.

Page 147



TS

VARIABLES :

TRAITEMENT :

SORTIE :

INITTALISATION :

A, B et C sont des nombres ;
p est un entier naturel.
Demander la valeur de p
A prend la valeur 0
B prend la valeur 1
Tant que B—A> 1077
C prend la valeur (A +B)/2
Si H(C) > 0,5
Alors A prend la valeur de C
Sinon B prend la valeur de C
Fin de la boucle Si
Fin de la boucle Tant que
Afficher A et B.

Cet algorithme, dit de « dichotomie », permet de déterminer un encadrement d'amplitude inférieure
ou égale a 1077 de la solution de I'équation H(x) =0,5 ; le nombre A est la borne inférieure de

I'encadrement, le nombre B en est la borne supérieure.

5. On utilise la calculatrice pour déterminer les encadrements suivants :

lillolH(x) =1

x>0 }=>oc€]0;0,1[

H(0,1)=0,40<0,5

‘H(0,06) = 0,534 > 0,5
H(0,07) = 0,496 < 0,5

} — «€]0,06; 0,07[
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EXERCICE 49 Nouvelle Calédonie novembre 2016

On considere la fonction f définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +oo[ par f(x) =xe ™ —-0,1.

X

N . . € . _
1. D'apres le cours, on sait que lim — =400 ;donc lim xe
X—+00 X X—+00

. X
*= lim — =0 etdonc
x—+oo eX

xEIPoof(x) =-0,1.

2. Lafonction f est dérivable sur [0; +oo[ et f'(x)=1xe ™ +xx(-1)e™*-0=(1-x)e™".
Pour tout x, e™*>0 donc f’(x) estdu signe de 1—x sur [0; +ool.

f0)=-0,1; f1)=e'-0,1x0,27>0

On construit le tableau de variations de f :

X 0 1 +00
1-x + (b -
@ + 0 -

fx)

e 1-0,1
-0,1 -0,1

3. f(0)=-0,1<0 et f(1) =0,27 >0 ; on complete le tableau de variations

X 0 1
(04

+00
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4. Soit F la fonction définie sur l'intervalle [o ; ] par F(x) = —(x+1)e™*—0,1x.

La fonction F est dérivable sur [a; f] et
Fx)=-1xe™*—(x+1)x(-1)e™*-0,1=(-1+x+1)e”*-0,1=xe"*-0,1= f(x)

Donc la fonction F est une primitive de la fonction f sur [« ; B].

5. Lafonction f est positive sur [a; p] donc I'aire du domaine compris entre la courbe C, I'axe

p
des abscisses et les deux droites d'équations x =a et x =[5 est f f(x)dx.
a
Pour des raisons de symétrie, I'aire du domaine compris entre les courbes C et C' est A =
p
2 f flx)dx.
(04
A = 2 X

L'aire du domaine compris entre les deux courbes est approximativement de 1,04 unité d'aire.

Hm—FmﬂzZX

F(3,577) -F(0,112)| = 1,04

6. L'unité sur chaque axe représente 5 meétres, donc une unité d'aire est égale 2 25 m?.
L'aire du domaine entre les deux courbes est donc approximativement de 1,04 x 25 =26 m? .

On peut disposer 36 plants de tulipes par metre carré donc sur 26 m 2 on en disposera 26 x36 = 936
plants de tulipes.

fx)

-0,1

el

0,1
-0,1

D'apres le tableau de variations, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle [

0;1].

On admet 1'existence du nombre réel strictement positif  tel que a <p et f(B) =0.

On note C la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [a; f] dans un repere ortho-
gonal et C’ la courbe symétrique de C par rapport a I'axe des abscisses.

Ces courbes sont utilisées pour délimiter un massif floral en forme de flamme de bougie sur lequel
seront plantées des tulipes.
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EXERCICE 50 Polynésie 2016

Partie A

1. La vitesse est visiblement maximale pour =0 car c'est la tangente aux courbes en O(0 ; 0)
qui semble avoir le coefficient directeur le plus élevé parmi toutes les tangentes.

On dit souvent qu'une personne de faible corpulence subit plus vite les effets de l'alcool.

2. Le coefficient directeur de la tangente en O a la courbe C; est supérieur a celui de la tangente
en O a la courbe Cy. C'est donc la personne P; la moins corpulente qui subit plus vite les effets
de 1'alcool.

3. (a) Premiere méthode (longue mais utilisable dans la partie B) :

f est dérivable sur [0; +oo[ comme produit de fonctions dérivables sur [0 ; +oof.

u(t) = At u(n=A
—
v(t)=et V() =—-et

f=uv= f'=u'v+uv avec {

Yie[0; +ool, f'()=A1-De ! et f'(0)=A

Deuxieme méthode (peut-&tre un peu plus astucieuse) :
lirnof(h) - f(0)
x—h h

On en déduit que f est dérivable en O et f'(0)=A

= lim 0Ae™" = A (limite finie)
Xﬂ

(b) L'affirmation est FAUSSE

e On a vu que le nombre dérivé en 0 est égal a f'(0) = A : c'est le coefficient directeur de la
tangente a la courbe a 1'origine et on sait que les personnes de faible corpulence subissent plus vite
les effets de I'alcool. Donc plus A est grand et plus la personne est de faible corpulence.

t

 Autre méthode mathématique : si A} > A, alors Ajte™! > Ayte™" car te™! >0 sur [0; +oo]

On en déduit que la courbe associée a A; est au dessus de celle associée a A, donc la personne
associée a A; est de plus faible corpulence que la personne associée & A, .

Partie B - Un cas particulier
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1. On a vu dans la partie précédente que V€ [0; +ool, f'(£) =A(l— e ! or Ae™" >0

donc f'(t) est du signe de 1— ¢, on peut donc déterminer les variations de f sur [0 ; +oo[

x [0 1 +00
f,(t) + 0 —
2
e
[0 / \
0

2. La concentration d'alcool dans le sang de Paul est maximale 1h apres 1'absorption.

Elle est alors d'environ 0,74 g.I7!

t

. e
3. lim+oco— = +oo
xX—t t

t 1 .
lim+oof(f) = lim+oc02 x — = lim+o002 x =0 par quotient
x—t X—t el x—t ( el )

t
On en déduit que 1'alcool finit par s'éliminer totalement.

4. (a) f estcontinue et strictement croissante sur [0, 1] a valeurs dans

2
0;—]
e

or 0,2€ [0; —| donc d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
e

I'équation f(f) = 0,2 admet une unique solution #; sur [0, 1]

de méme, f est continue et strictement décroissante sur [1, +oo[ a valeurs dans

2]
0; -
e

or 0,2€ |0; —| donc d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
e

I'équation f(#) = 0,2 admet une unique solution # sur [1, +ool

(b) Par balayage, on obtient f; = 0,112 et t, = 3,577

donc Paul doit attendre au minimum 3 heures et 35 minutes avant de reprendre le volant.

5. (a) On sait que limt+oo f(#) = 0 donc par définition de la limite, pour tout € > 0 il existe
X—

TeR tel que pourtout t>T, f(£)€]l—¢€; €l

ici on pose €=5x 1073

Donc il existe un instant T & partir duquel 1'alcool n'est plus détectable dans le sang
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Initialisation Etape 1 Etape 2
p 0,25 0,25 0,25
b
®) t 3,5 3,75 4
C 0,21 0,18 0,15

La valeur affichée par 1'algorithme est le temps nécessaire, en heure, pour que I'alcool ne soit plus

détectable dans le sang.

Si on poursuit 1'algorithme jusqu'a son terme, on obtient 8,25 a l'affichage donc il faut 8 h et

15 minutes pour que I'alcool ne soit plus détectable dans le sang
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ExEercice 51 Pondichéry 2016 A =2- (ln (g) + xl) —1-In (g)
X

Soit f la fonction définie sur 10 ; 14] par f(x) :2—ln(f) ) 1 _m(f) S0 e 1> ln(f) — o> e x<2e
. . . 2 X o 2 2 2

La courbe représentative Cy de la fonction f est donnée dans le repere orthogonal d'origine O )
ci-dessous : ARe)=2x2e—2exIn ?e =2e d'ou le tableau de variation de la fonction A :

6 -

X 0 2e 14
A'(x) + ¢ -
4 1 2e
P M Ax)

Cr
i 2
R S T T T T T ; f2e)=2-In ?e =2-1=1.donc l'aire du rectangle OPMQ est maximale pour le point M
2 4 6 8 10 12 14 de coordonnées (2e;1).

A tout point M appartenant 2 C r on associe le point P projeté orthogonal de M sur I'axe des
abscisses, et le point Q projeté orthogonal de M sur I'axe des ordonnées.

¢ On prend deux positions du point M et on compare les aires des rectangles obtenus.

o Si M est d'abscisse 2, son ordonnée est f(2) =2 —In(1) =2 donc l'aire du rectangle
OPMQ vaut 4 unités d'aire.

o SiMestd'abscisse 4, son ordonnée est f(4) =2-In(2) donc l'aire du rectangle OPMQ
vaut 4 —2In(2) qui est différente de 4.

Donc l'aire du rectangle OPMQ n'est pas constante.

e Le point M a pour abscisse x et pour ordonnée f(x) donc l'aire du rectangle OPMQ est

x

A(x):fo(x):Zx—xln(E).

Etudions les variations de la fonction A ; on remarque que ln(g) =Inx—-In2 donc
Xy 1

(n(3)) =3
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EXERCICE 52 Pondichéry 2016

Partie A : Modélisation discrete

Pour n entier naturel, on note T, la température en degré Celsius de la boite au bout de n mi-
nutes. On a donc Ty =25.
Pour n non nul, la valeur T,, est calculée puis affichée par I'algorithme suivant :

Initialisation : | T prend la valeur 25
Traitement : Demander la valeur de n
Pour i allant de 1 a n faire
T prend la valeur 0,85 x T + 15
Fin Pour
Sortie : Afficher T

1. On cherche T3 :
T;=0,85xTy+15=36,25; T =0,85xT; +15=45,8125 ; T3 =0,85 x T, + 15=53,940625

La température de la boite de conserve au bout de 3 minutes est approximativement de 54 ° C.

2. Soit P, la propriété : T, =100-75x0,85".

Pour n=0 : 100—75x0,85° =100 — 75 x 1 =25 = Ty donc la propriété est vraie au rang 0.

On suppose la propriété vraie au rang p > 0, c'est-a-dire T, = 100 —75x 0,85" .
D'apres l'algorithme, on peut dire que, pour tout #>0, T4+ =0,85xT, +15.
Donc Tp+1=0,85(100—75 x 0,85”) +15=85-"75x 0,851 +15=100-75 x 0,85+

La propriété est donc vraie au rang p+1.

La propriété P,, est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout p > 0 ; elle est donc vraie pour
tout n>0.

Pour tout entier naturel n, T, =100—-75x%0,85".

3. La stérilisation débute des que la température est supérieure a 85 ° C, donc on cherche n tel
que T, >85:

Annales 2011-2016 : fonctions

T,>85 < 100-75x%0,85">85

<~ 15>75x%x0,85"
~— 0,2>0,85"
< 1n0,2>1n(0,85") croissance de la fonction In
< In0,2>nx1Ino0,85 propriété de la fonction In
Ino,2
— <n car In0,85<0
Ino0,85
Ino0,2 e . . .
r 100.85 ~ 9,9 donc la stérilisation débute au bout de 10 minutes.
no,

Partie B : Modélisation continue

Dans cette partie, ¢ désigne un réel positif.

On suppose désormais qu'a I'instant ¢ (exprimé en minutes), la température de la boite est donnée
t

par f(t) (exprimée en degré Celsius) avec : f(f) =100 — 75e~ 0 ¢ .

1. (a) Lafonction f est dérivable sur R et

In5 n5 n
fl()y=-75x|-— e‘lTOt:7,5><ln56‘lT§t>0 car e* >0 pour tout réel x.
10 P

Donc la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo] .

n 75 75
()  f(10) = 100 —75¢~10 ¥10 = 100 — 75¢ "5 = 100 - o5 = 100-— =85
€

Or la fonction f est strictement croissante donc si x > 10, alors f(x) > f(10) ce qui veut dire
qque f(x)>85.

2. Soit 6 un réel supérieur ou égal a 10.

On note A(0) le domaine délimité par les droites d'équation ¢ =10, t =6,

¥ =85 et la courbe représentative Cr de f .

On considere que la stérilisation est finie au bout d'un temps 0, si 'aire, exprimée en unité d'aire
du domaine .A(B) est supérieure a 80.
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A(25) est représentée en gris sur le graphique ci-dessus. Chaque rectangle correspond a 5 x5

unités d'aire. En comptant les rectangles inclus dans la partie grisée, on en compte 3 entiers plus
un demi, ce qui fait 3,5 x 25 = 87,5 unités d'aire. Donc .4(25) > 80.

(b)

(0

20
A(20) =15(20-10) — 75[

0 0 s, 0 s,

A(e):f (f(t)—SS)dt:f [(100-75x e~ 07) ~85] dr= | (15-75xe™H0")dz
10 10 10

0 0 s, 0 0 s, 0 s,

=f 15dt—f 75 x e~ 10 dt=15[t] 75 e Tldr=150-10)-75| e T tdr

10 10 10 10 10

La stérilisation est finie au bout de 20 minutes si .4(20) > 80.

In 10 _ms,]% 750
e 10 !dr=150-75 ——e‘T(f’f] =150+ — [e—ZlnS_e—lnS]
In In5

10 10

750 2 750 [(1)}? 1 7501 1
=150+ — (e_lns) —e‘l“5]=150+—[(—) ——]:150+— ———]
In5 In5 |\5 5 In5125 5
750 -4 120
=150+ — x — =150 — — =~ 75,44 < 80
In5 25 In5
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Donc la stérilisation n'est pas finie au bout de 20 minutes.
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