1ES Limites

LIMITES DE FONCTIONS

I. LIMITE en + « et en — o

a. Limite infinie en + o et en — o

Soit fune fonction définie sur un intervalle [ a ; + oo [
Si« f(x ) est aussi grand que I’on veut des que x est assez grand » ,
on dit que f a pour limite + oo en + co et on note :
Iim f(x)=+o
X — Foo0
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Remarque : On dit aussi que la fonction f tend vers + c quand x tend vers + oo .

Exemples a connaitre: lim x=+co , lim x2=4+oc0o , lim x’=+c0 , lim ~[x=+oco
X = +oo0 X = +o0 X = +o0 X = +oo0
On définit de la méme facon ...
Iim f(x)=-o0 Iim f(x)=—o0 Iim f(x)=+o
X — +oo X — —oo X — —oo
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Dans ces deux cas, f est définie sur un intervalle de la forme ] -o0 ; b ] N T
1
Exemples a connaitre: lim x2=+o0 lim x=-— o lim x° =-o0
X — —oo X — —o0 X — —
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b. Limite finie en + o et en — oo et asymptote horizontale

Soit fune fonction définie sur un intervalle I
= Intuitivement, dire que f'a pour limite L en + oo, signifie que lorsque x prend des valeurs de plus en plus
grandes vers + oo , les nombres f (x) viennent s’accumuler autour de L .
Onnote: lim f(x)=L
X = Foo

= On dit que la droite d’équation y = L est asymptote horizontale a la courbe Cf en + oo .

Remarques :
® On obtient la méme chose en remplagant + co0 en — o0

e Une fonction n’a pas forcément une limite finie ou infinie quand x tend vers + oo .
( Par exemple x ——sinx ,x ——cosx ... )

Exemples a connaitre :

. . . 1
lim l=0, 1m i:O , . lim —1g=0 , lim — =0
X — +oo x X — +oo x2 X = +oo  x° X = oo [«
. 1_ _ . 1 _
Im —-=0 , lim —=0 , 1 =0
X — —0 x X — —o0 x2 X — =00 x

c. Asymptote oblique

Soit C la courbe représentant une fonction f'dans un repere.
Dire que la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a C en + oo revient a dire que :

im [f @~ (ax+b) 1=0

Remarque : On obtient la méme chose en remplagant + o0 en — o0
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II. LIMITE en a

a. Limite infinie en a et asymptote verticale

Soit fune fonction
=  Si« f(x)estaussi grand que ’on veut des que x est assez proche de a » , on dit que f a pour limite + oo
en a et on note :

xligaf(x)=+oo
On définit de la méme facon Xligl af (X)=—o0

= On dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe Cf

N

Remarque :
Il arrive souvent qu’on soit amené a définir des limites « d’un seul coté de a » .

Naturellement, on introduit les notions de limite a droite en a et de limite & gauche en a et on note :

Iim f(x)et_lim f(x) ouencore _lim f(x)et_ lim_ f(x)
X — at X — a- X—a X—a

X>a XxX<a a
g cf
Dans ce cas
lim f(x)=-o
X — a+
et lim f(x)=+o
X — a-
(6] X
Exemples a connaitre :
(] hnb l:+oo R hnb i = 400 , hnb %: + oo | hnb —1=+oo
X —> U0+ x X — 0+ x2 X —> 0+ x X—>+'\’X
R T AL liy, L e lim, L=—w
X—>0- x X —0- x2 X —>U- x

Les courbes représentant ces fonctions admettent 1’axe des ordonnées comme asymptote verticale .

b. Limite finie en a

Exemples : lim,sin Qx+4)=sin13 . _lim, \/x2+3=1/19
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III. OPERATION SUR LES LIMITES

Les théoremes qui suivent, présentés sous forme de tableau sont admis.

Pour la plupart d’entre eux , ils sont naturels mais ... comme souvent en math, il y a quelques cas particuliers.

Par convention et pour simplifier :

=  Onnote lim f et lim g les limites de f et de g , toutes les deux en a, en + o ou en - oo

= On note par un point d’interrogation les cas ou il n’y a pas de conclusion générale. On dit qu’il s’agit de cas
de formes indéterminées . Ces cas nécessiteront une étude particuliere chaque fois qu’ils se présenteront.

a. Limite de k f
hmf L + oo - 00
Iimkf (aveck>0) kL + oo - 00
Ilimkf (aveck<0) kL ) + oo
Exemple : Soit la fonction g définie sur IR par g : x — — %

X

Xgm_oog(x):O,Xﬁ)n}_oog(x):O,Xg +g(x):—oo et Xg)mo_g(x):—oo

b. Limite de f + g
lim f L L L + oo - o0 + oo
lim g L’ ) - o0 + o0 - - oo
lim(f+g) L+L’ + o0 - o0 + o0 - o0 ?
Exemple : Soit la fonction h définie sur IR¥ parh'x\%\/;—g

: : i

Ona h:f+gavecf:x*>\/; etg:x%—;
Onsaltquexgn}‘_oof(x):+oo et XE)n}i_mg(x)=0; doncxgn}'_wh(x)=+oo

c. Limitedef. g
lim f L L>0 L>0 L<0 L<0 + o0 + o0 - o0 0
limg L + oo -0 + oo - + oo S oo | 4/— oo
lim (f.g) LxL’ + oo - 00 - o0 + oo + oo - oo + oo

Exemple : Soit la fonction h définie sur R+ parh : x —— ( x + 2)\/;(
Onah=fxg avecf:x—x+2 et g:Xx —\X

Onsaitquexliglof(x)=2 et Xligl()&:O ; donc X1i_n>10h(x)=0

d. Limite de f/g

Cas ot la limite de g n’est pas nulle

Cas ou la limite de g est nulle

lim f L L +o0 |40 |-00 - o0 +/—oco |[L>0 L>0 L<0 |L<O
Ou+oco  |ou+o |Qu-00 |oU-o00
limg L’ |+/-0 |[I’>0/L’<0|L”>0|L"<0|+/—0 |0+ 0- 0+ 0-
lim f/g L/L| O +o0 |-o00 - oo + oo ? + oo - o0 - oo + oo ?
. . . 2x -4
Exemple : Soit la fonction h définie sur IR+ parh : x —— T
X

Onah:i ou f:x—2x-4 et gIX\—V\/;
g

Ons:autquexl_l> +f(x)=—4 etxg +g(x)=0+ ;douxl_l> +h(x)=—oo




